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研究成果の概要 (和文): いくつかの線形あるいは非線形モデルに基づく粘弾性流れ問題に通常

の混合型有限要素法や圧力安定化有限要素法を適用し, 誤差解析や数値実験を行った. 厳密解が

分かっている問題では数理的正当化によって得られた誤差評価が再現できることを, 急縮小流

れと呼ばれる良く知られた物理的な検証問題では実験で観測される渦長が再現できることをそ

れぞれ確認し, 提案した数値計算手法の信頼性向上に寄与した.  

研究成果の概要 (英文): Error analysis and numerical experiments are performed for conventional 

mixed finite element methods and pressure stabilized finite element methods of viscoelastic flow 

problems based on some linear and nonlinear constitutive models. When using methods of manufactured 

solutions, error estimates established from the mathematical justification have been numerically 

confirmed; when using a benchmark problem “abrupt contraction channel flow”, the numerical vortex 

length has been consistent with the experimental one. Therefore, the research has contributed to 

improvement of the reliability of numerical schemes. 
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1. 研究開始当初の背景 

流れ問題の数値計算では, 最初に水や空気に

代表される粘性流体(ニュートン流体)を対象

とした研究が進展し, 本研究課題で対象とす

る粘弾性流体(非ニュートン流体の一つ)の研
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究は, 物質の持つ流動特性の複雑さゆえにや

や遅れをとっていた. 1980年代から1990年代

にかけて考案されたEVSS法やCONNFFESSIT

法などの計算手法により, ようやくその一部

が実用的なものとなった. その後も, 例えば

Codinaなど多くの研究者の手で計算手法の改

良が行なわれている. ただしこれら一連の研

究では, 用いる計算手法に対する数理的な理

論整備にはあまり関心が払われていない. 

一方で特定の問題, 例えば線形粘弾性モデ

ルの一つである移流項を考慮しない簡略化オ

ルドロイドBモデルの計算手法に対しては, 

ある定常問題の場合にPicasso– Rappazで, あ

る非定常問題の半離散化問題の場合にBonito

らで, それぞれ有限要素法の提案とその数理

的正当化がなされている. ただし線形粘弾性

モデルは, 現実の粘弾性流れに見られるずり

流動化や伸張流動挙動のような複雑な現象を

表現できないことが良く知られている. 

したがって本研究課題は, 実際の粘弾性流

れにより近いと考えられている非線形粘弾性

モデルを用いた粘弾性流れ問題の計算手法に

対する数理的な理論整備を展開することで, 

数理的・実用的いずれの観点から見ても有効

性のある, 粘弾性流れ問題に対する計算手法

を構築するための第一歩と位置づけられる. 

2. 研究の目的 

人体における血液の流れや射出成型における

プラススチックの流れといった粘弾性流れは, 

理論的にも実用的にも重要な物理現象の一つ

であり, 数値計算によって現象を理解しよう

という試みが活発に行なわれている. しかし

ながら用いる計算手法に対する数理的な理論

整備は遅れている. そこで研究代表者は, 水

や空気に代表される粘性流れ問題の有限要素

解析で得た成果を発展させることで, 粘弾性

流れ問題の数値計算に対する数理的な理論整

備を進めていくとの着想に至った. 

本研究課題ではその第一歩として, 3場ナヴ

ィエ・ストークス方程式や簡略化オルドロイ

ドBモデルを取り上げ, 計算手法の数理的正

当化へ向けた理論整備, さらにこれらの線形

モデルと比較してより一般的なギースカスモ

デルやPTTモデルなどの非線形モデルを用い

た粘弾性流れ問題を取り上げ, 計算手法の提

案とその数理的正当化の準備, 正当化した手

法に基づくプログラムの開発・実装と現実問

題への適用, の2点を目的とする. 

3. 研究の方法 

本研究課題ではまず, 非定常3場ナヴィエ・ス
トークス方程式の有限要素解析を行なった. 

次に, 3場ナヴィエ・ストークス方程式に対し
て数学的に正当化された計算手法を, 簡略化
オルドロイドBモデル, ギースカスモデル, お
よびPTTモデルなどの非線形モデルに基づく
構成方程式を用いた非定常粘弾性流れ問題に
適用し数値実験を行った. また提案した手法
を, 流体の占める領域が時間に依存するよう
な移動境界を持つ粘弾性流れ問題へと拡張す
るための準備として, 多角形領域上の移動境
界問題の数値実験も行った. 

(1) 非定常 3 場ストークス問題の有限要素解
析 

本研究課題が対象とする問題の線形化によっ
て導かれるこの方程式は, 非線形粘弾性モデ
ルに対する有限要素解析に必要となる数値計
算手法の安定性に関する基礎的な知見を得る
ために重要である. 研究代表者が粘性流れ問
題の有限要素解析で得た, 非線形残差項の取
り扱いなどに関する知見を活用することで,

誤差評価の導出が期待できる. 

(2) PCクラスターを用いた数値計算の実行 

数理的に正当化された3場ナヴィエ・ストーク
ス方程式に対する有限要素法を, 簡略化オル
ドロイドBモデル, ギースカスモデル, および
PTTモデルに基づく構成方程式から導かれる
粘弾性流れ問題へ拡張し, 計算機に提案した
計算手法を実装した. まず厳密解の分かって
いる試験問題を用いて, 数理的理論で期待さ
れる誤差の収束次数が再現できるかどうかの
確認を行った. その後, 提案した計算手法の
急縮小管流れ問題への適用を行った. 急減少
部分に発生する渦の直径を物理実験の結果と
比較することで, 計算手法の実用問題への適
用可能性を検討した. 

(3) 研究成果の発表および情報収集 

以下に挙げたものを中心に, 本研究課題に密
接に関連した国際会議および国内会議への参
加を通して, 成果発表や最新情報の収集など



 

 

を行なった. 

ICIAM2011(2011年7月; バンクーバー, カナ
ダ), WCCM2012(2012年7月; サンパウロ, ブ
ラジル), ECCOMAS2012(2012年9月; ウィー
ン, オーストリア), 計算工学講演会, 日本機
会学会計算力学部門講演会, 日本応用数理学
会年会, 数値流体力学シンポジウム. 

(4) 研究を遂行する上での具体的な工夫 

共同研究者が専門とする超大規模有限要素計
算に関する知見, とくにプログラムの実用性
を向上させるための並列計算や計算コスト削
減に関する知見を得ることで, 開発した計算
手法の現実問題への適用を行なう際に, 計算
コストの削減や導入したPC クラスターのよ
り効果的な利用についての知見を得ることが
できた. 

また産業界で計算機支援設計を行っている
企業所属研究者との研究打ち合わせを行なう. 

これにより急縮小管流れ問題などで行った数
値実験において, 問題設定, 現象の考察など
に関してより現実に即した知見を得ることが
でき, その実用性の向上が期待できた. 

4. 研究成果 

(1) 3 場ナヴィエ・ストークス方程式の有限
要素法に対する最適誤差評価 

3場ナヴィエ・ストークス方程式の有限要素方

程式は, 非線形粘弾性流れ問題の構成方程式

に現れる移流および速度勾配と非ニュートン

応力からなる非線形項を無視した問題の有限

要素方程式と対応している. 本段階で対象と

する問題の有限要素解析を行うことで, 誤差

評価に必要な有限要素方程式の安定性に関し

て, 基礎的な知見を得ることが期待できる. 

研究代表者がこれまでに非定常熱対流問題

などの有限要素解析で得た様々な非線形残差

項の評価, 特に, 離散グロンウォル不等式の

適用手法などを応用することで, 3場ナヴィ

エ・ストークス方程式の有限要素法に対して, 

最適な誤差評価を得ることができた. なお得

られた誤差評価は, 流速と圧力の近似空間の

組合せが下限上限条件を満たす通常の適合混

合型有限要素(例えば流速・圧力・非ニュート

ン応力の近似にP2/P1/P1要素)を用いる場合だ

けでなく, 将来の大規模3次元計算を念頭に, 

圧力安定化された適合型同次有限要素(例え

ば流速・圧力・非ニュートン応力の近似に

P1/P1/P1要素)を用いる場合に対しても証明を

行った. 

さらに誤差評価を導いた有限要素法に基づ

く計算手法を計算機に実装し, 通常の混合型

有限要素, あるいは圧力安定化有限要素をそ

れぞれ用いた場合に, 理論的に得られた最適

な誤差評価を数値実験によって確認した . 

Fig.1はP1/P1/P1圧力安定化有限要素法を用い
た場合の相対誤差を示す. グラフはそれぞれ
異なるノルムを用いて測定した相対誤差を表
しており, 縦軸が相対誤差, 横軸が離散化パ
ラメータの両対数グラフである. いずれのノ
ルムでも離散化パラメータが小さくなるにつ
れて一定の傾きで相対誤差が小さくなってい
る様子が分かる. 

また提案した計算手法を, 将来, 大規模3次

元計算へ適用するための準備として, ある熱

対流問題および光波散乱問題に対する有限要

素計算と, ある静磁場問題の領域分割法に関

する数学的正当化や数値実験を行った. これ

により, 大規模問題を計算機へ実装するため

の様々な知見を得ることができた. 

(2) 簡略化オルドロイド B方程式の有限要素
法に基づく数値計算 

簡略化オルドロイドB方程式の有限要素方程

式は, 3場ナヴィエ・ストークス方程式で無視

した非線形項のうち, 粘弾性流れの構成方程

式において本質的となって現れる流速勾配と

Fig.1: 3場ストークス方程式に対する有限要素解の収束.



 

 

非ニュートン応力からなる非線形項を考慮す

る. したがって, 本段階で対象とする問題の

有限要素解析を行うことで, 最終的な誤差評

価に必要な有限要素方程式の安定性に関して, 

基礎的な知見を得ることができる. 

3場ナヴィエ・ストークス方程式に対する有

限要素近似の場合と同様に, 時間方向の近似

に後退オイラー法を, 空間方向の近似には流

速と圧力の近似空間の組合せが下限上限条件

を満たす通常の適合混合型有限要素(例えば

流速・圧力・非ニュートン応力の近似に

P2/P1/P1要素)と, 将来の大規模3次元計算を

念頭に圧力安定化された適合型同次有限要素

(例えば流速・圧力・非ニュートン応力の近似

にP1/P1/P1要素)の2つの場合で, それぞれ数

値実験を行った. 

まず厳密解の分かっている検証問題におい

て, 提案した手法から期待される最適な誤差

の収束次数が得られていることを数値的に確

認した. 次に, 粘弾性流れ問題における検証

問題として良く知られている急減少管流れ問

題を用いて, 管の直径が急激に減少する部分

に発生する渦の振る舞いを数値実験によって

捉え, いくつかの物理パラメータの元で, 実

験結果と一致する計算結果を得た. Fig.2は, 

レイノルズ数を変化させて, 管の直径が急激

に小さくなる部分に発生する渦の長さの変化

を測定したものである. オルドロイドB方程

式の場合に実験値(黄色×印)と, 計算値(赤色

○印)が定性的には比較的よく一致している

ことが分かる. 

(3) ギースカスモデルおよび PTTモデルの有
限要素計算 

簡略化オルドロイドB方程式で行った数値実

験を, より一般の粘弾性流れを表すことが可

能なモデルとして知られているギースカスモ

デおよびPTTモデルを用いた粘弾性流れ問題

でも行った. これまでに提案してきた計算手

法と同様に, 時間方向の近似に後退オイラー

法を, 空間方向の近似に圧力安定化された適

合型有限要素(流速・圧力・非ニュートン応力

の近似にP1/P1/P1要素)を, それぞれ用いた. 

まず厳密解の分かっている検証問題におい

て, 提案した手法から期待される最適な誤差

の収束次数が得られていることを, 離散化パ

ラメータに対する適当な条件の下で数値的に

確認した. 次に, 急減少管における渦の生成

の様子の数値実験を行い, 数理モデルが実際

の物理現象を良く表している範囲の物理パラ

メータの元で, 実験結果と一致する計算結果

を得た. 

(4) 多角形領域上における移動境界流れ問題
の有限要素計算 

これまでに述べてきた計算手法を, 流体領域

が時間と共に変化するような粘弾性流れ問題

へと拡張するための準備として, 領域内部の

流れがヘレ・ショウ流れやストークス流れで

支配される多角形領域上の移動境界流れ問題

の数値計算を行った. 

Benešらによって提案された多角形曲率を

利用することで, 用いた計算手法は, 時間方

向の離散化パラメータに関して2次収束する, 

面積保存性が離散問題でも維持される, とい

う特徴を持つ. 本研究課題では, 凸領域の場

合だけでなく凹領域の場合や多角形の縮退が

起きるような初期形状の場合でも数値計算が

可能となるように, 時間刻みを可変にするこ

とで二分法により多角形の縮退が起きる時刻

を求めて再計算を行う計算手法を提案した. 

これにより, より一般の領域形状を持つ場

合の数値計算が可能なった. 本研究課題では

実際に数値実験を行い, 提案した計算手法が

十分に良好な面積保存性を維持していること

を確認した. 
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Fig.2: 4対 1急縮小管流れにおける剥離渦長の比較. 
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