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研究成果の概要（和文）：ハミルトン閉路を一般化した概念である relative length とい

う不変量の研究を行い，relative length が１以下であるための４頂点次数和条件を得た．こ

のことで，代表者らの提唱している閉路の存在を保証する次数和条件に関する予想に対して新

たなる証拠を与えた．さらに，この予想における最長閉路の長さに関する研究を行い，その一

部を解決した．また，ハミルトン閉路，指定された点を通る閉路と最長閉路の長さに対す

る２部グラフにおける次数和条件についての研究を行い，これらの次数和条件には，一般のグ

ラフで見られた類似性が見られないことがわかった．  

 
 
研究成果の概要（英文）：We researched the concept of relative length which is a 
generalization of a hamiltonian cycle, and obtained a condition of the degree sum of four 
vertices for relative length of a graph to be at most 1. By this result, we gave a new 
evidence for our conjecture concerning degree sum conditions for the existence of cycles. 
Moreover, we studied about the circumference version of this conjecture, and settled a part 
of it. On the other hand, we investigated degree sum conditions for hamiltonain cycles, 
cycles passing through specified vertices and the circumference in bipartite graphs. We 
could see the analogue for degree sum conditions in general graphs, but we could not see 
that for the degree sum conditions in bipartite graphs.  
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１．研究開始当初の背景 
 ハミルトン閉路の存在を保証する条件に
関して，位数，次数和，連結度，独立数の４
つの不変量が重要であることが知られてい
る．特に，1960 年に Ore が２頂点次数和と位
数の関係式を，1989 年に Bauer et al.が３
頂点次数和と位数と連結度の関係式を，2000
年に Harkat-Benhamadine et al.が４頂点次
数和と位数と独立数の関係式を与えている．
申請者は，2008 年に小関健太氏との共同研究
において，新しい２頂点次数和と４頂点次数
和の関係式を与えた．それによって，４頂点
以下の次数和と位数と連結度と独立数の関
係式に規則性があることを見出し，５頂点以
上の次数和に関しても，その規則が成り立つ
のではないかと予想した．しかし，４頂点以
下の次数和に関するこれらの結果の証明方
法は画一的なものでなく，次数和の頂点数が
１頂点増えるとその証明が非常に煩雑にな
る傾向があった．よって，代表者らの予想を
解決するためには，簡約な統一的な証明方法
の確立が不可欠であった． 
 一方，ハミルトン閉路の一般化の概念であ
る「指定された頂点を通る閉路」が存在する
ための条件はハミルトン閉路の条件と同様
の規則性があることが知られており，同じく
ハミルトン閉路の一般化の概念である「最長
閉路の長さ」と「relative length という不
変量」に対しても，同様の規則性が成立する
のではないかと予想される．また，これらの
閉路の研究はハミルトン閉路の研究に役立
つことが知られている．特に，「relative 
length」は，そのグラフがハミルトニアンで
ある（ハミルトン閉路が存在する）状態から
どのくらい離れているかを測る尺度であり，
その大きさで場合分けを行うことで，簡明な
証明方法を得られると考えられる． 
 そこで，これらの閉路問題を同時に考える
ことで統一的な証明手法を確立し，どの閉路
問題において代表者らの予想した規則性が
あるのかを調べるとともに，５頂点以上の次
数和に関しても規則性があるのか調べよう
と考えた． 
 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は，上で述べたように，閉路
の存在を保証するための不変量の関係式に
どのような規則性が存在するのか，もしくは，
存在しないのか，その有無は何に起因してい
るのかを調べることである．具体的には次の
２つを中心に据えた． 
 
(1) 「任意の最長閉路が支配閉路である」た
めの条件の規則性を調査する．そして，さら

に，「ハミルトン閉路が存在する」状態と「任
意の最長閉路が支配閉路である」状態を一般
化し，数値化したものであるrelative length
に対する条件に関する研究を行う．relative 
length の研究は発展途上で，証明手法が場当
たり的で確立されていない．特に，relative 
length の大きいグラフに対する証明方法は
ほとんど知られていない．そのようなグラフ
に対しても対応できる証明手法を模索する．
上で述べたように，この研究はハミルトン閉
路の問題を幾つかの場合に分けて考えるの
に役立つと考える． 
 
(2) 上で述べたように，ハミルトン閉路の一
般化の概念である「指定された頂点を通る閉
路」はハミルトン閉路と同様な規則性がある
ことがわかっている．しかし，同じくハミル
トン閉路の一般化の概念である「最長閉路の
長さ」に関しては，代表者らが予想している
規則性に基づいた２頂点次数和と４頂点次
数和に関する関係式が成立するのかわかっ
ていない．そこで，これらの２つの問題の解
決を図る．ここでも，relative length の大
きさによる場合分けは非常に重要になって
くると考える． 
 
 
３．研究の方法 
(1) 代表者と津垣正男氏と小関健太氏との
共同研究で得られた relative length に対す
る４頂点次数和に関する研究で得られた証
明手法と，それとは別に代表者が単独で研究
した「任意の最長閉路が支配閉路である」た
めの４頂点次数和に関する研究で得られた
証明手法を組み合わせることで relative 
length に関する４頂点次数和と位数と連結
度の関係式を得ることを試みた．このとき，
場当たり的な証明方法をとらず，できるだけ
汎用性の高い証明方法を模索することで，５
頂点以上の次数和に関する問題に対応でき
るようにした． 
 
(2) 代表者は最長閉路の長さを３頂点次数
和と連結度で評価する研究を行った際，任意
の最長閉路が支配閉路であるかそうでない
かで場合分けを行った．４頂点次数和で評価
する研究に関して，同様の場合分けを考えた．
また，relative length が大きさによる場合
分けも併用して考えた．代表者は最近，小関
健太氏との共同研究において，relative 
length の大きいグラフの最長閉路の長さを
３頂点次数和で評価することに成功した．し
かし，証明方法は３頂点に特化したものであ
り， その方法をそのままの形では４頂点の
場合に模倣することはできない．そこで，こ



れまでの次数和条件に関する証明の精査が
必要であると考え，閉路だけでなく，最大次
数が制限された全域木など，ある性質をもっ
た全域木が存在するための次数和条件も含
めて調査を行った． 
 
 
４．研究成果 
 大きく分けると次の４つの結果を得た． 
 
(1) relative length が 1 以下であるための
４頂点次数和と位数と連結度の関係式を得
た．このことで，relative length が１以下
であるための条件もハミルトン閉路と同様
な規則性があることがわかった．さらに
relative length が０であることとハミルト
ン閉路が存在することは同値であり，これま
で得られている relative length に関する結
果を比較することで， relative length があ
る定数以下になるための条件にも，その定数
の値に関連した規則性があると予想できる． 
 
(2) ２頂点次数和に関して調査した結果，最
長閉路はハミルトン閉路や指定点を通る閉
路と同様の規則性が見られないことがわか
った．しかし，代表者は 4頂点以上に関して
は規則性があるのではないかと考え，津垣正
男氏と千葉周也氏と共同研究を行った結果，
最長閉路の長さを３頂点次数和と連結度で
評価する時は２つの場合分けをしたが，４頂
点次数和の時は，支配閉路の一般化を考え，
それを用いて，３つの場合分けをする必要が
あることがわかった．その１つの場合に関し
ては完全解決した．もう 1つの場合に関して
はある条件を付加したもとでの解決した．残
り１つの場合に関しては未解決である． 
 
(3) (2)の４頂点次数和の問題に対する３つ
の場合分けのうち，２つの場合の完全解決に
至らなかった原因として，ブロック木と次数
和に関連した研究があまり行われていない
ことがあった．そこで，その研究の一環とし
て，２部グラフのハミルトン閉路，指定点を
通る閉路や最長閉路の次数和条件に関する
研究を行った．その結果，これらの次数和条
件が一般のグラフと異なり類似性を持たな
いこともわかった． これらの研究は岡村治
子氏との共同研究と津垣正男氏と千葉周也
氏と藤澤潤氏との共同研究である． 
 
(4)完全解決に至らなかったもう１つの原因
として，次数和条件に関する証明手法に関す
る研究が不足していることがあった．そこで，
代表者は小関氏と，木構造に関する次数和条
件を調査し，それを一部としたサーヴェイ論
文を発表し，それに関連して全域木に関する
論文も執筆した．さらに，Aung Kyaw 氏，加

納幹雄氏，松田晴英氏，小関健太氏，斎藤明
氏と共同研究を行い，クローフリーグラフに
おける葉数を制限した全域木が存在するた
めの次数和条件を得た． 
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