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研究成果の概要（和文）：一般の三角形分割の対角変形に関しては過去に十分な結果があるが，

偶三角形分割，四角形分割に対し，その正則性を保存するような局所変形を考えると問題は突

然複雑化してしまう．（閉曲面の代数的不変量との関連が重要になってくる．）この近辺の問題

に関していくらかの結果を得ることに成功した．特に，任意の２つの射影平面上の k-既約四角

形分割が Y-rotation と呼ばれる局所変形によって移り合うことを証明した． 
 
研究成果の概要（英文）：Although there are many results on diagonal flips for triangulations 
on surfaces, it becomes difficult if we consider a local deformation for even triangulations or 
quadrangulations which preserves the regularity of those graphs (algebraic invariants for 
graphs on surfaces should be focused in this case). We considered problems around here 
and could obtain some results on them. Especially, we proved that any two k-minimal 
quadrangulations on the projective plane can be transformed into each other by a sequence 
of Y-rotations.  
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１．研究開始当初の背景 
1930 年代に Wagner は「頂点数の等しい球
面の三角形分割は辺の対角変形を繰り返す
ことにより互いに移り合う」という命題を証
明した．この結果は，閉曲面上のグラフの局
所変形理論の出発点と位置づけられ，これま

で国内外の多くの研究者によって様々な方
向への発展を遂げてきた．（例えば，一般の
閉曲面上の対角変形に関する結果や，対角変
形の回数を見積もるというような研究がお
こなわれている．前者に関しては，根上氏に
よる以下の結果が一般論として存在する：任
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意の閉曲面 F に対して，次のような自然 N 
=N (F )が存在する．|V (G )|=|V (G ’)|≧N
となる F 上の三角形分割 G, G ’ は対角変形
によって互いに移り合う．なお，種数の低い
いくつかの閉曲面（球面，射影平面，トーラ
ス，クラインボトル）に関しては具体的な N
の値が得られている．）後者に関しては，森
氏等の得た球面上のn頂点三角形分割に対す
る対角変形の回数の上界 6n－30 が，現在ベ
ストなものとなっている．） 
また，三角形分割の中でも特別なクラスで

ある偶三角形分割（各頂点の次数が偶数）の
研究は 2000 年以降 Hutchinson らの研究に
始まった後急速な進歩を見せている．その流
れの中で，我々は偶三角形分割の偶次数性を
保存する局所変形として，N-変形を定義した
（図 1 参照）．この変形に関して研究を進め
て行くうちに，既存の三角形分割の結果やそ
の証明方法とは異なり，代数トポロジー的不
変量（S3-モノドロミーと呼ばれる）が深く関
連しいることがわかってきた． 
 
 
 
 
 
 

 
       図１ N -変形 
 
２．研究の目的 
本研究は主に偶三角形分割の N-変形を通し
て，局所変形理論と閉曲面上のグラフの代数
トポロジー的不変量の関連を調べることに
主眼を置いた．また，四角形分割などのクラ
スに関してもある種の変形を導入し，閉曲面
上のグラフの局所変形理論に新しいタイプ
の結果をもたらすことを目的とした．その他，
局所変形の回数を見積もることにより，応用
分野（計算幾何学等）方面への拡張も期待し
た． 
 
３．研究の方法 
これまでの位相幾何学的グラフ理論では，
「頂点数が十分大きい」等の条件を与えるこ
とにより，閉曲面に``密’’に埋め込まれている
グラフを扱うことが多かった．（局所的には
球面上の議論と類似したものとなる．）しか
し近年では，閉曲面上に``粗’’に埋め込まれた
グラフの構造が問題になることが多い．N-
変形に関する研究では``粗’’に埋め込まれた
グラフの存在が特に重要であり，これらの議
論を行う際にはまず種数の低い閉曲面（射影
平面，トーラス）に着目して考察を行った．
また，射影平面の四角形分割に Y-rotation と
いう局所変形を導入し（図２参照），どのよ
うなグラフがこの変形により互いに移り合

うかを考察した．この研究は，射影平面上の
minor minimal k-representative グラフに
関する Randby の結果の双対としてとらえる
ことが可能である．得られた結果は既存の
Randby の結果を完全に含むものとなった． 
 
 
 
 
 
 

 
     図２ Y-rotation 
 
４．研究成果 
得られた主な結果は以下の３つである． 
 
(1) 3-染色的な偶三角形分割から 1 つの部集
合を除いたものは閉曲面の偶角形分割にな
るが，もとの偶三角形分割における N-変形
は，得られた偶角形分割の diagonal slide
という操作に対応している．その特別な場合
である球面の四角形分割に対して，２つの四
角形分割が diagonal slide によって移り合
うための回数が，頂点数に対して線形な式に
よって抑えられることを証明した． 
 
(2) 四角形分割の次数３の頂点に対して，
Y-rotation という局所変形を定義した．（双
対を考えると，一般の埋め込みの YΔ-変形お
よび ΔY-変形（図３参照）に対応している．）
特に，射影平面上の k-既約四角形分割に着目
し，以下の定理を証明した． 
 
 
 
 
 
 
 
 
     図３ YΔ-,ΔY-変形 
 
定理１ 任意の２つの射影平面上の k-既約
四角形分割は Y-rotation を繰り返すことに
より互いに移り合う． 
 
上記の定理の系として，3 以上の任意の自然
数 k に対して，射影平面上の k-既約四角形分
割の頂点数が一定であるという事実も得ら
れる．（Y-rotation がグラフの頂点数を変え
ない局所変形であるため．）さらに，k-既約
四角形分割の双対の 4-正則グラフの構造を
見ることにより，k-既約四角形分割の構成方
法を理解することができた．上述のように，
この結果は射影平面上の minor minimal  
k-representative グラフに対するRandbyの 



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 図３ 射影平面上の 7-既約四角形分割 
 
結果(1995, Journal of graph theory)を完
全に含んだものになっている．今後の研究と
して，一般の閉曲面上の四角形分割に対する
Y-rotation の議論を行っていきたい．実際，
（双対 4-正則グラフに着目した）向き付け可
能な閉曲面に限った Schrijver(1992)による
結果が存在するが，向き付け不可能な閉曲面
に関しては，現在何もわかっていない．射影
平面の結果と同様，よりシンプルな議論によ
って Shcrijverの定理を証明しなおすことが
できれば，一般の閉曲面に対する結果に拡張
できるかもしれない． 
 
(3) 射影平面上の四角形分割の構造を研究
する過程において，多色 3-彩色可能な四角形
分割を完全に特徴づけることに成功した． 
（Gを閉曲面上に埋め込まれたグラフとする．
S ⊂V(G)が G の面監視集合とは，G のどの
面もある s ∈Sをその境界上に含むものと定
義する．さらに，G の頂点彩色 c: V(G)→{1, 
2,..., k}が多色 k－彩色であるというのは，
c のどの color class も G の面監視集合にな
っていること，と定義する．）与えられた四
角形分割 G の双対の 4-正則グラフは射影平
面上の閉曲線に分割することができる．その
ような閉曲線を G の直進面閉歩道と呼ぶこ
とにすると，その特徴づけは以下の定理とし
て述べることができる． 
 
定理２ G を射影平面上の四角形分割とす
る．G が多色 3-彩色可能であることの必要十
分条件は任意の G の直進面閉歩道が射影平
面上で可縮であることである． 
 
この結果は(2)の結果との関連も非常に深く
今後の研究の進展が期待される．また，この
問題は有名な美術館問題（「n 角形の美術館に
は何台の監視カメラが必要か？」）の拡張問
題になっている． 
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