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研究成果の概要（和文）： 

 

作用素環のエントロピーの研究を行った。 

(1) Lin によって定義された TAF 環に対して、自己同型写像のエントロピーを Voiculescu の

方法に従って新しく定義し、そのエントロピーの性質や例について研究を行った。 

(2) Pimsnerと Popaによって定義された作用素環とその部分環の組に対する相対エントロピ

ーとM. Chodaによって定義された２つの部分環の組に対する相対エントロピーの研究を

行った。 

 
研究成果の概要（英文）： 

 

I study some entropy on operator algebras. 

(1) By using the method of Voiculescu, I define new entropy for an autromorphism on a 

TAF algebra, which is defined by Lin, and study their properties and examples. 
(2) I study the relative entropy for a pair of an operator algebra and a subalgebra, which is 

defined by Pimsner and Popa. I also study the relative entropy for a pair of two 

subalgebras, which is defined by M. Choda. 
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１．研究開始当初の背景 

 

作用素環は考える位相に応じて C*環と

von Neumann 環の２種類に大別される。

可換 C*環は適当なコンパクトハウスドル

フ空間上の連続関数環と同型であり、可換

von Neumann 環は適当な測度空間上の本

質的有界関数環と同型になる。したがって、

作用素環は非可換なトポロジー及び非可

換な測度論と言われる。以上のことから作

用素環において、可換な場合の結果を非可

換の場合に拡張することは自然であり、実

際、多くの数学者によって行われてきた。

本研究はその中のひとつであるエントロ

ピーについて焦点を当てる。 

 

ある位相空間または測度空間上の自己

同型写像に対して、それぞれ位相的エント

ロピーまたは測度論的エントロピーが知

られている。これは自己同型写像に対する

不変量であり、例えば与えられた複数の自

己同型写像を区別するために用いられ、こ

れらは大変重要な研究対象である。 

 

一方、空間上の自己同型写像から対応す

る空間の関数環上の自己同型写像が自然

に導入できる。したがって、非可換な作用

素環上の自己同型写像に対してもエント

ロピーを定義したいと考えるのは自然で

あり、与えられた自己同型写像を区別する

ために導入したい概念である。しかし非可

換な設定において、エントロピーをどのよ

うに定義できるかは作用素環では長く問

題とされていた。現在では、様々な視点か

ら多くの拡張されたエントロピーが作用

素環上で定義されているが、本研究は主に、

（１）Voculescu によって定義された摂動

理論的エントロピー、（２）Pimsner-Popa

によって定義された相対的エントロピー、

（３）Voiculescu の方法を用いて Linの定

義した TAF 環上の自己同型写像に対する

トレース位相近似的エントロピーについ

て研究を行った。 

 

２．研究の目的 

 

（１） 摂動理論的エントロピー 

 

Voiculescu の作用素論における摂

動理論を使って定義される。計算が大

変困難であるため、あまりまとまった

結果が得られておらず、Voiculescu 

による可換な場合と私による自由群

の無限遠境界作用以外には計算例がな

い。しかし、他のエントロピーと違って

自己同型写像の族に対しても定義でき

るため、例えば有限生成群の作用に対し

ても考えることができるなどのメリッ

トがある。 

 

（２） 相対的エントロピー 

 

Pimsner-Popa によって定義された。

von Neumann 環の組に対して定義さ

れるもので、特に部分因子環論において

目覚しい応用結果がある。（因子環とは

中心が自明な von Neumann 環であり、

部分因子環論とは因子環とその部分因

子環の組を研究対象とする。）しかし、

因子環をひとつ固定し、その２つの部分

因子環の組に対するエントロピーの結

果は知られていない。 

 

（３） トレース位相近似的エントロピー 

 

Voiculescu は多くのエントロピーを

定義しているが、AF 環（有限次元部分

環で近似できる C*環）上の自己同型写

像のエントロピーの拡張を考える。C*

環の分類理論において、Lin は AF 環の

拡張として TAF 環を定義し分類理論に

大きく貢献した。そこで TAF 環上の自

己同型写像にエントロピーの定義を拡

張して諸性質について研究を行う。AF

環は比較的狭いクラスの C*環であった

が、TAF環に拡張することで、より広い

クラスの C*環上の自己同型写像のエン

トロピーを考えることができる。例えば、

無理数回転環などが挙げられる。 

 

３．研究の方法 

 
多くの先駆的な結果をもう一度見直す作

業を行い、関連する研究者とメールなどのや
り取りを行い情報の収集を行う。 

また、国内外のセミナーや研究集会に参加

し、多くの専門家の人達と積極的な接触によ

り、有益な情報の収集や議論により研究を進

めてきた。 

 

４．研究成果 

 

Pimsner-Popa によって定義された von 

Neuamnn 環とその部分環の組に対する相対

的エントロピーを M. Chodaは２つの部分環

の組に対して考えた。主に任意の有限 von 



 

 

Neumann 環の可換な有限次元部分環の組

についてのエントロピーの計算を行った。

これらは行列環とその極大可換環の組に

対する Choda の結果の一般化である。ま

た、その副産物として Popa の意味での直

交性の特徴付を行うことができた。これは

可換性が本質的であり、非可換な設定で有

限次元の場合でも反例があることが確か

められた。 

 

また、同様の有限 von Neumann 環の可

換な有限次元部分環の組について

Pimsner-Popa によって定義された不変量

についても計算を行った。Pimsner-Popa

の不変量の計算は容易ではなく、行列環と

その部分環の組に関しては Pimsner-Popa

が大変複雑な計算を行っている。本研究で

は行列環の２つの可換な部分環に関して

計算を行った。こちらの計算でも可換性が

重要であり、一般の非可換な設定では、例

え有限次元であってもどうなるかはよく

わかっていない。 

 

Lin によって与えられた TAF 環上の自

己同型写像に関するエントロピーを

Voiculescu の方法で新たに定義を与え、期

待される諸性質についての結果が得られ

た。例えば、行列環の無限テンソル積上の

非可換ベルヌーイシフトは今まで知られ

ているエントロピーと同様の値が得られ

る。代表例として、無理数回転環上の非可

換 CAT 写像について考察した。ある技術的

な条件下で既に知られている他のエント

ロピーと同様の評価が得られた。また

Lin-Phillips によって、無限コンパクト距

離空間で有限被覆次元をもつ極小同相写

像から作られる接合積 C*環は TAF環とな

り、適用できる例であることがわかってい

る。よって、もとの極小同相写像の可換の

場合である古典的なエントロピーと、より

大きな非可換な C*環の内部自己同型写像

とみてエントロピーを考える場合で同じ

値が得られることが期待されるが、残念な

がら不等式の評価のみしか得られなかっ

た。 
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