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研究成果の概要（和文）：本研究では, 物理学, 工学に現れる非線形分散型偏微分方程式の解の

長時間挙動を調べた. 特に, 渦糸運動の高次近似モデルとして現れる高階非線形シュレディン

ガー型方程式の初期値問題の可解性, 散乱問題, 定在波解とよばれる特殊解の安定性について

研究を行った. また長波と短波の相互作用を記述するシュレディンガー-KdV 連立系に対し, 

ある物理パラメータを動かしたときの挙動(半古典近似) について考察した. 

 

研究成果の概要（英文）：We considered the long time behavior of solutions to nonlinear 

dispersive partial differential equations arises in various fields of physics and 

engineering. Especially, we focused on solvability, scattering problem, and the stability 

of some special solutions called standing waves for the higher order nonlinear Schrödinger 

type equation arising in context of the motion of vortex filament. We also studied the 

semiclassical limit of  Schrödinger-KdV system which describes an interaction between 

long and short waves.  
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１．研究開始当初の背景 

非線形分散型方程式の解の長時間挙動は
線形項の影響による分散性, 非線形項の影

響による特異性とのバランスにより, 解は
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様々な様相を呈する. 例えば線形項の影響

が非線形項に比べ大きいとき, 方程式の解 

は時間大域的に存在し, 解は時間とともに

線形化方程式の解に近づいていく. また非

線形項が空間局所的な増幅効果を持つ場合, 

有限時間で局所的振幅が発散してしまうこ

ともある. さらには定在波解という時間周

期的な解が現われることもある. そこで本

研究では具体的な分散型方程式のモデルを

通して, 一般的な非線形分散型方程式の解

の長時間挙動のメカニズムを探る.  

 

２．研究の目的 

 本研究では渦糸運動の高次近似モデルと

して現れる 4階非線形Schrödinger型方程式 

や水面波方程式である Korteweg-de Vries 

方程式の解の長時間挙動の研究等を通して 

非線形分散型方程式の解の構造を調べる.  

特に完全可積分性に依存しない, フーリエ

解析や調和解析の手法によるアプローチに

よりこれらの問題に取り組む. 

 

３．研究の方法 

(1) 4 階非線形 Schrödinger 型方程式(4NLS)

については振動積分の理論といった調和解

析学の手法を用いることにより解の長時間

挙動を明らかにする.  また定在波解の安定

性について変分法的アプローチで解析する.   

(2)波長の長い水面波と波長の短い水面波の

相互作用を記述する Schrödinger-KdV連立

系についての解の挙動を調べる.  特にある

物理パラメータを動かしたときの挙動(半古

典近似) について研究を行う.  

(3) Korteweg-de Vries(KdV)方程式や

Benjamin-Ono方程式を含む一般の水面波方

程式系についての解の長時間挙動や特異極

限問題を調べる.  本研究では関数解析的ア

プローチという, 可積分構造に依存しない

手法により, より一般の水面波方程式の解

析を試みる.   

 

４．研究成果 

(1) 渦糸運動の高次近似モデルとして現れ

る 4 階非線形 Schrödinger 型方程式(4NLS)

は, 通常の非線形 Schrödinger 方程式同様, 

定在波解と呼ばれる特殊解を持つ. (4NLS)は

空間非周期的な定在波及び空間周期的な定

在波を持ち, これらの定在波解の安定性を

調べる最初の段階として(4NLS)の Cauchy 問

題あるいは周期境界条件下での初期値問題

の適切性（解の存在, 一意性, 初期値連続依

存性）を調べる必要がある. 論文⑥において

は(4NLS)の Cauchy問題の適切性,  論文①に

おいて周期境界条件下における(4NLS)の初

期値問題の適切性について考察した .  

(4NLS)は非線形項に微分項を含むため, 通

常のエネルギー法を用いることができない

という問題を生じる. Cauchy問題を解く際に

は, 加藤の平滑化効果と呼ばれる解の持つ

正則化効果を利用することによりこの困難

を克服したが, 周期境界条件下ではこのよ

うな解の平滑化効果はない. そこで論文①

では通常用いるエネルギーに補正項を加え

るというアプローチにより方程式の可解性

を示した.   

(2) 論文④において 4 階非線形 Schrödinger 

型方程式(4NLS)の散乱問題の研究の第１段

階として(4NLS)を単純化した, ある 4階非線

形分散型方程式の解の長時間挙動について

考察した. また(4NLS)の非線形項には未知

関数の 2階導関数が含まれており, 通常のエ

ネルギー法を適用する際可微分性の損失と

いう問題が生じるが, その問題を回避する

ために線形化方程式の解の持つ局所平滑化

効果が有効であるかどうかなどを調べた.   

(3)上で述べたように(4NLS)は定在波解と呼



 

 

ばれる特殊解を持つ. 本研究ではこれら定

在波に対する軌道安定性,  つまり, 初期値

が定在波の波形に十分近いとき, 長時間経

過後, (4NLS)の解は的定在波に近い形状を保

ち続けるか? という問題をSobolev空間の枠

組みで考察した.   

  (4NLS)は 2つのパラメータに依存する空間

非周期的な定在波を持つ. 論文⑤では 1つの

パラメータを固定したときの定在波の軌道

安定性を Cazenave-Lions による変分法的ア

プローチにより証明した.   

  また(4NLS)は空間周期的な定在波も持ち

この定在波の軌道安定性についても研究し

た. 周期定在波のまわりで(4NLS)を線形化

した際に現れる Schrödinger 作用素は非常に

複雑な形をしており, その作用素自身を解

析することは困難である. そこで Angulo が

解析した, 周期定在波のまわりで非線形型

方程式を線形化した際に現れる２階の

Schrödinger 作用素に対するスペクトルの性

質を利用することにより, ４階の作用素の

解析を経由せずに空間周期的定在波の軌道

安定性を証明することができた.   

(4)長波と短波,２つの波の相互作用を記述

するSchrödinger-KdV連立系に対し, 半古典

近似問題と呼ばれる,  方程式に含まれるあ

るパラメータを動かしたときの解の挙動に

関する問題について考察した.  解の挙動を

調べるため, 方程式にMadelung変換とよば

れる未知関数の変換を施すが, この変換に

より,  ある非線形分散型−双曲型連立方程

式が現れる.  論文③ではこの非線形分散型

−双曲型連立方程式の可解性について考察を

行った. さらに論文①で用いた修正エネル

ギー法を用いることでMadelung変換した後

の方程式の可解性をパラメータに依らない

時間区間で解くことができた.  さらに

Schrödinger-KdV連立系のパラメータを動か

したときの解の挙動も捉えることが出来た.   

(5)平成 24年 8 月 29 日〜8 月 30日に福泉

麗佳氏, 前田昌也氏 (東北大学) と共に研 

究集会「Workshop on Nonlinear Dispersive 

PDEs」を開催し,アメリカや韓国の研究者を

招聘した。 
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