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研究成果の概要（和文）：離散パンルヴェ系の種々の特殊解を構成した．特に，それらのタウ函

数を完全に決定し，特殊解として現れる函数の諸性質について，方程式のアフィンワイル群対

称性の観点から説明を与えた．また，応用として，第６パンルヴェ方程式の超幾何型特殊函数

解の明示公式を用いて，離散冪函数の明示公式を構成した．さらには，高階パンルヴェ系の離

散類似やそれらの特殊解の構成にとりくみ，新たな無限次元可積分系の構成に向けた端緒を開

いた． 

 
研究成果の概要（英文）：We constructed several special solutions to the discrete Painlevé 

systems. We determined the tau-functions of the solutions completely, and gave a natural 

description for some properties of the functions that appear as the solutions from the 

viewpoint of the affine Weyl group symmetry. We also constructed an explicit formula for 

the discrete power function in terms of the hypergeometric type solutions to the sixth 

Painlvé equation. Moreover, we tried to construct a discrete analogue and special solutions 

of the higer-order Painlevé systems to pave the way for discovering new infinite 

dimensional integrable systems.  
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１．研究開始当初の背景 

 
パンルヴェ系および離散パンルヴェ方

程式をワイル群対称性の観点から捉えるこ
とにより，それらを高次元（高階）へ拡張す
る試みが幾つかなされていた．しかしながら，

これらの高階パンルヴェ系の特殊解につい
ては，まったくといってよいほど研究がなさ
れておらず，背後にどのような無限次元可積
分系が存在するのかも，一部を除いてほとん
ど明らかにされていなかった． 
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２．研究の目的 

 

本研究の目的は，パンルヴェ方程式や
離散パンルヴェ方程式およびそれらの
種々の一般化に対して，特殊解や対称性
についての具体的な知見を積み上げつ
つ，それらの背後にある（あるいはある
べき）無限次元可積分系を探索し，さら
にはその解空間の構造や対称性を明ら
かにすることである．  

 

３．研究の方法 

 
Ｅ型アフィンワイル群対称性をもつ離散

パンルヴェ方程式の特殊解についての研究
を推し進めた．とりわけ，それらのタウ函数
の決定という問題に集中に取り組んだ．その
一方で，高階パンルヴェ型微分方程式やガル
ニエ系（およびその離散類似）の無限次元可
積分系との関係についての研究の進展状況
を詳しく把握，分析した．その後，こうした
研究を踏まえ，高階 q-パンルヴェ系や高階
パンルヴェ型微分方程式の特殊解の構成お
よびそれらを通じた新しい無限次元可積分
系の探索を行った． 
 
４．研究成果 
 
まず，論文として公表された主な研究結果

は以下の通りである． 
 

(1) E7(1)型q-パンルヴェ系の超幾何型特

殊函数解のタウ函数を完全に決定し

た．カゾラチ行列式表示において，

その要素はq-超幾何函数 8W7で与え

られる．q-超幾何函数 8W7の変換公式

やいわゆる「12個の解」は，元のパ

ンルヴェ系のワイル群対称性から説

明される．また， 8W7が満たす隣接関

係式は，パンルヴェ系の双線形関係式か

ら説明される． 

 

(2) E8
(1)型q-パンルヴェ系の超幾何型特

殊函数解のタウ函数を完全に決定し

た．カゾラチ行列式表示において，

その要素は Rahman の q-超幾何積

分 10I9で与えられる．q-超幾何積分の 

Bailey 変換やいわゆる「56個の解」

は，元のパンルヴェ系のワイル群対

称性から説明される．また，10I9が満

たす隣接関係式は，パンルヴェ系の双線

形関係式から説明される． 

 

(3) Bobenko および Pinkall により提

出された離散羃函数に対し，第６パ

ンルヴェ方程式の超幾何型特殊解の

タウ函数を用いた明示公式を与え，

離散冪函数の定義域として自然な離

散リーマン面を導入した．さらに，

離散冪函数がはめ込みであることの

必要十分条件を与えた．離散冪函数

が満たすと期待される諸性質につい

て，明示公式を用いて明らかにする

ことが今後の課題である． 

 

(4) 離散 Schwarzian KdV 方程式とその

特殊解について考察した．まず，離

散 Schwarzian KdV 方程式が離散 

Schwarzian KP 方程式の簡約として

得られることを示し，それを利用し

て離散 Schwarzian KP 方程式およ

び離散 Schwarzian KdV 方程式のソ

リトン解および分子解を構成した．

また，(A1+A2)
(1)型離散パンルヴェ系

および第６パンルヴェ方程式につい

て，それらのタウ函数を用いた離散 

Schwarzian KdV 方程式の特殊解を

構成した．  

 

これらに加え，以下の研究に取り組ん
だ．  

 

(1) D5(1)型 q-パンルヴェ系の超幾何型特
殊函数解のタウ函数の構成と離散冪
函数の q-類似の構成の試み  

(2) パンルヴェ方程式の有理解を特徴づ
ける特殊多項式の判別式についての
研究  

(3) E7(1)型 q-パンルヴェ系のある種の有
理解の構成  

(4) D5(1)型笹野系と呼ばれる４階パンル



ヴェ型常微分方程式系のある種の有
理解の構成  

(5) 笹野系の q-類似の構成  

(6) 任意の素数冪を法とする二項係数で
定まるフラクタル図形のハウスドル
フ次元に関する研究  

 

これらについては，その多くが論文発
表には至っていないものの，興味深い結
果を得つつある．特に，E7(1)型 q-パンル
ヴェ系および笹野系の有理解について
の研究で得られつつある結果は，新たな
無限次元可積分系の存在を強く示唆す
るものである．  
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