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研究成果の概要（和文）：分類理論的視点により，非可換位相力学系に関わる様々な C*環のク
ラスに対して，多くの結果を出した．これらの結果の帰結として特に，古くからの未解決問題

である UHF 環の定義に関する Dixmier の問題と semiprojective という性質に関する
Blackadarらによる問題の２つの問題を解くことに成功した．また，グラフ C*環およびその拡
張に対して分類理論に直接かかわる結果を出すことにも成功した． 
 
研究成果の概要（英文）：I got many results on various classes of C*-algebras related to 
noncommutative dynamical systems from the viewpoint of classification theory. As 
consequences of these results, I had succeeded in solving two long-standing problems, 
namely Dixmier’s problem on the definition of UHF algebras and problems on 
semiprojectivity raised by Blackadar and others. I had also succeeded in getting the results 
on graph C*-algebras and their generalizations relating classification theory directly.  
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１．研究開始当初の背景 
 
非可換位相力学系とは C*環とそれへの群作
用の組のことである．C*環は作用素環と呼ば
れているものの一種であり，作用素環には他
に量子力学の数学的定式化を与えるという
目的で誕生したvon Neumann環がある．作用
素環論は，数学や物理の多くの分野と関連し
て発展し，今日まで盛んに研究されている分
野である．その作用素環論において誕生のと
きから中心的な問題は，数学の他の多くの分

野もそうであるように，分類理論である．作
用素環の分類理論における問題は次の2つに
分けることができる： 
 
・与えられた性質を持つ作用素環を構成する．
（存在性問題） 
・異なる構成方法で得られた2つの作用素環
がいつ同型になるかを決定する．（一意性問
題） 
 
分類理論という視点では C*環論に比べ von 
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Neumann 環論の方が発展している．von 
Neumann 環は基礎となる因子環と呼ばれるも
のに分解することができ，因子環はI型，II
型，III 型の 3つのタイプに分類できるとい
うことが，創始者である von Neumann と
Murray の研究で明らかにされている．また，
AFDと呼ばれる性質を持つ因子環はConnesと
Haagerupによって完全に分類された． 
 
作用素環論において上で説明した環そのも
のの分類と同程度に重要な事として，作用素
環への群作用を分類するという問題がある．
環への群作用を調べる上で，環の構造をよく
理解する必要があることは想像しやすいが，
逆に環の分類理論に群作用の研究が役に立
つということが多々ある．その 1 つとして，
作用素環への群作用が与えられると接合積
と呼ばれる新たな作用素環を得ることがで
きるという点がある．可換作用素環という最
も簡単な作用素環への群作用を考えても，接
合積を考えることで非常に複雑な作用素環
を得ることができ，上記の存在性問題に対し
てとても有効である．実際，von Neumann と
Murrayが考えた群測度構成法で作られるvon 
Neumann 環はそのような接合積である．群作
用が上記の一意性問題に対して使われた例
としては冨田竹崎理論によるIII型因子環の
構造解析がある．群作用の分類理論において
も中心的な問題は上で挙げたような存在性
問題と一意性問題である．この方向での最初
の大きな結果は，ConnesによるAFD因子環へ
の群の作用の分類に関する結果であろう．
Connesは，この群の作用の分類と上記の環の
分類により 1982 年にフィールズ賞を受賞し
ている．Connesの結果以降多くの研究者が因
子環への群の作用の分類を研究している．
Connes と同じくフィールズ賞を受賞した
Jonesもその一人である． 
 
上にvon Neumann環に対する環の分類，群作
用の分類に関してどのような研究がなされ
てきたかを述べたが，対応するC*環の問題も
最近急速に発展してきた．C*環の分類理論が
発展する契機となった仕事は，Elliott によ
る AF 環と呼ばれる C*環の分類である．これ
はGlimmやDixmierによるUHF環の分類およ
びBratteliの研究をもとにしたものであり，
その後の C*環の分類理論の先駆的仕事であ
る．この流れはその後 Elliott による AT 環
の分類などを経て，Linによる TAF環の分類
へと進展した．これらのC*環は全て安定有限
という性質を持っている．それとは全く反対
の純無限という性質を持つ C*環の分類は，
Lin による結果に先立ち Kirchberg と
Phillipsによってなされている．彼らが分類
した環はKirchberg環と呼ばれている．上記
の結果で分類に使われた道具は全てK理論的

なデータである．C*環の分類理論に関しては
その後も多くの発展があり，今日でも盛んに
研究されている． 
 
C*環への群の作用の分類に目をうつす．
Connes が用いた因子環への群作用を分類す
る技術は，HermanとOcneanuによりUHF環へ
の特殊な作用の分類に使われてのち，
Kishimoto を始めとする多くの研究者による
UHF環，AF環，AT環などのC*環への整数群Z
の作用の分類へと応用されていった．これら
の安定有限 C*環への群の作用の分類は
Rordam により純無限 C*環の構造解析に用い
られ，上記の Kirchberg と Phillips による
分類へとつながることになる．これは群作用
の研究が作用素環の構造解析に繋がってい
る例の1つになっている．C*環の群作用の分
類は，環としてはAF環やAT環などからTAF
環やKirchberg環など環の分類が完成したク
ラスに，群としては整数群からその直積や有
限群へと拡張されつつあるが，新たに生まれ
る障害が多く解析は非常に困難である． 
 
 
 
２．研究の目的 
 
C*環が可換のとき，C*環への群作用を考える
ことは（局所）コンパクト空間への群作用を
考えることと同値になる．コンパクト空間と
それへの群作用の組が位相力学系と呼ばれ
ることから，C*環とそれへの群作用の組は非
可換位相力学系と呼ばれる．  
 
本研究課題の目的は，「１．研究開始当初の
背景」で説明した分類理論的な視点から現在
急速に発展している非可換位相力学系の研
究を様々な方向に押し進めることである． 
 
 
 
３．研究の方法 
 
環の分類に関しては，非可換位相力学系から
接合積という方法で得られるC*環，およびそ
の拡張を用いて，様々な性質を持つC*環を構
成するということをする（存在性問題）．ま
た，それら特殊な構成方法で得られたC*環を
不変量を用いて分類するということをする
（一意性問題）． 
 
群の作用の分類に関しては，私の考案した
様々なC*環の構成方法を用いて，群作用の例
を作る（存在性問題）．また，上で説明した
Connes らによる因子環への群作用の分類で
行われたステップに従い，「Rohlin の性質」
と呼ばれる性質に注目して，与えられた2つ



 

 

の作用が「同じ」であることを示す（一意性
問題）． 
 
同じような視点を持っている世界の研究者
と積極的に交流を持つことにより，これまで
解かれていなかった問題に挑戦する． 
 
 
４．研究成果 
 
本研究課題の成果について項目ごとにまと
めて述べる． 
 
（１）位相グラフC*環とMarkov連鎖 
 
「１．研究開始当初の背景」でも述べたとお
り，位相力学系から接合積という方法で C*
環を作る方法は最も基本的で重要な構成方
法の一つである．この方法の拡張は数多く知
られているが，私が考案した位相グラフおよ
びそれから C*環を作る方法もその一つであ
る．位相グラフからC*環を作る方法は接合積
の他に，行列からCuntz-Krieger環と呼ばれ
る C*環を構成する方法の拡張にもなってい
る．Cuntz-Krieger 環は，行列から作られる
Markov 連鎖と呼ばれる位相力学系を調べる
た め に 導 入 さ れ た C* 環 で あ る が，
Cuntz-Krieger環とMarkov連鎖の関係につい
ては，まだ謎な部分が残っていた．私は位相
力学系と行列の共通の拡張である位相グラ
フを用いて， Cuntz-Krieger 環と Markov連
鎖との関連を説明する論文を書いた． 
 
 
（２）UHF環の定義に関するDixmierの問題 
 
可分の仮定のもとでは， UHF環の定義として
３つの同値な定義がある．この３つの定義が
可分でなくても同値かどうかという問題を， 
Dixmier は１９６７年に出版された論文で尋
ねた．それ以来４０年以上，この問題に関し
て誰も答えらていなかったが，Farah 氏との
共同研究で可分でないときはこの３つの定
義は同値でないということを示した．証明に
は接合積を用いている．  
 
 
（３）ウルトラグラフC*環 
 
Cuntz-Krieger 環という C*環は Markov 連鎖
という力学系と関係すると（１）の項で述べ
たが，このCuntz-Krieger環の組み合わせ論
的な拡張にグラフC*環とExel-Laca環の２つ
がある．この２つのC*環のクラスはどちらか
がどちらかを含むという関係ではない．その
２つのクラスを自然に含む形で Tomforde に
よりウルトラグラフ C*環というものが導入

された．私は Tomforde 達との共同研究で，
これら3つのC*環のクラスは森田同値という
同値関係で見れば全て一致するが，同型とい
う観点で見ると AF環という特別な C*環に限
っても全然違うということを示した．これら
の結果は二つの論文に分けて発表し，どちら
も査読付きの雑誌に掲載された． 
 
 
（４）C*連絡と接合積 
 
普通の非可換位相力学系や位相グラフなど
を含むより広い非可換力学系の概念として
C*連絡というものがある．Pimsnerによって，
接合積を拡張する形で C*連絡に対して C*環
を構成する方法が導入された．その後私が，
定義の見直しも含めて調べた 
 
C*連絡という非可換位相力学系とみなすこ
とができるものから接合積を拡張した C*環
を構成する方法があるが，この構成方法が作
用及び接合積と相性が良いということを示
した．この結果については国際研究集会で発
表したが，論文にまとめて発表する予定であ
る． 
 
（５）warped接合積 
 
位相力学系に，さらに空間の上の Hermisian
線束を考えると，接合積を少しひねった
warped 接合積と呼ばれる C*環を得ることが
できる．この warped 接合積に対しては普通
の接合積に対する定理がそのまま成り立つ
こともあれば，新しい現象が現れる場合もあ
る．私は，Eilers氏と共同で接合積に関して
知られている多くの結果が warped 接合積に
対して成り立つかいなかを調べ，結果をいく
つも出した，この結果はいくつかの研究集会
で発表を行ったが，現在論文にまとめている
ところである． 
 
 
（６）Rohlin の性質と単位的でない C*環の
中心的列環 
 
上の「３．研究の方法」に挙げたように，可
換力学系を調べる上でキーとなる性質とし
て Rohlin の性質と呼ばれる性質がある．こ
の性質は Connes を初めとする多くの研究者
の手によって非可換力学系に拡張され様々
な性質が調べられている．しかしほとんどの
論文では，作用するC*環として単位的なもの
（空間の言葉でいえばコンパクトなもの）し
か考えられていない．私は単位的でない C*
環の上の自己同型写像や自己準同型写像に
対してどのように Rohlin の性質を定義すれ
ば良いかを調べた．様々な例や単位的C*環に



 

 

対して成り立つ定理を考えることによって，
いくつかの候補のうちから正しい定義だと
思われるものを見つけることに成功した．こ
の過程で重要だったのは，単位的でない C*
環に対して中心的列環の定義を慎重にしな
ければいけないという点であった．この中心
的列環を用いて Z-stability や approximate 
divisibility といった性質を，単位的な C*
環から一般的な C*環に拡張し，単位的な C*
環に対して成り立つ様々な定理を一般的な
C*環に拡張することに成功した．これは，私
が提唱する中心的列環の定義が正しいもの
であることを示している．この成果はイギリ
スで行われた研究集会で発表し，現在論文に
まとめているところである． 
 
 
（７）semiprojective C*環に関する結果 
 
semiprojective という性質は C*環の分類理
論で重要な役割を演じる性質である．2010年
の5月に私の受入機関であるコペンハーゲン
大学において semiprojective C*環に関する
研究集会が行われ，私もある未解決問題に関
する部分的な結果を発表した．この研究集会
の最後に，参加者全員で話し合いこれから考
えるべき未解決問題をリストにまとめた． 
 
その後，Eilers氏と共同でまずは単位的なグ
ラフ C*環がいつ semiprojective になるかを
考え，完全に決定することに成功した．この
結果を用いて，上記のリストの未解決問題の
いくつかに挑戦したところ，その中の一つの
問題を解くことに成功した．これは，有限次
元C*環のsemiprojective C*環による拡大は
また semiprojective かという問題であり，
多くの研究者が１０年以上も挑戦してきた
にも関わらず，有限次元C*環が１次元で拡大
が分裂するときですら未解決であった
（Loring 氏の著書でもこの問題が挙げられ
ている）．我々は，グラフ C*環を用いてこの
問題の反例を挙げることに成功した．この成
果は，一般のC*環に対する問題に挑戦すると
き，グラフなどの具体的なものから作られる
C*環を用いることが有効であるという私の
考えが成功した良い例である．また，この問
題とともに１０年以上も未解決であった，
semiprojective C*環の full corner はまた
semiprojective かという問題に関しても反
例を挙げることに成功した．この成果はスペ
インやノルウェーなどの多くの地で発表し
た．これらの結果は２本の論文にまとめる予
定である．１本目の論文では，上記の2つの
問題の反例の短い証明とともにいくつかの
肯定的な結果とさらなる未解決問題がまと
めてある．この論文はほぼ書きあげており，
近々雑誌に投稿する予定である．２本目の論

文では，この研究のスタートである単位的な
グラフ C*環が semiprojective になるかの完
全決定の結果を扱っている． 
 
 
（８）Leavitt C*環と (n,m)力学系 
 
2011年の1月からスペインで行われている長
期プロジェクトに参加しているとき，滞在先
でAra氏に彼の最近のアイデアに関して意見
を尋ねられた．これがきっかけでAra氏との
共同研究がスタートした．後に Fell バンド
ルに詳しい Exel 氏が共同研究に加わった．
Ara氏，Exel氏との共同研究では，グラフか
ら生じる新たな力学系に付随する C*環の
様々な構造を調べている．グラフが頂点1つ
とn個のループからなっているときは，この
力学系はアルファベットn個からなるフルシ
フトになる．より一般に，グラフの
separation が自明なときは，Markov シフト
と呼ばれる古くから多くの分野に現れる自
然な対象になる． 
 
まず初めに頂点が 1 つだが自明でない
separation を持つグラフに対する力学系を
調べた．この力学系は自然数 n,m を用いて
(n,m)力学系と呼ばれる．m=1のときは上記の
アルファベットn個からなるフルシフトにな
るが，nもmも2以上のときは非常に複雑な
力学系であることが分かった．これらの力学
系から接合積と同様の手続きを経ることで 
自然に C*環が付随するが，我々はこの C*環
は Leavitt C*環と呼ばれる C*環の商になっ
ていることを示し，このC*環に関して多くの
性質を調べた．Leavitt C*環はグラフC*環の
拡張として最近注目を浴び始めている C*環
である．(n,m)力学系とその C*環に関する結
果に関してはほぼ論文が書きあがっており
近々雑誌に投稿する予定である．その後，も
っと一般のグラフに対する力学系とそれに
付随する C*環に関する研究を続ける予定で
ある． 
 
 
（９） グラフ C*環の分類理論に関する存在
性問題 
 
Eilers 氏，Tomforde 氏，West 氏と共同でグ
ラフ C*環の分類理論に関する結果を出した．
この結果は「１．研究開始当初の背景」に書
いた「存在性問題」に関する結果である．グ
ラフC*環が単純のときは，分類理論は完全に
解決しているが，単純でないときはまだまだ
分かっていないことが多い．ただ，グラフC*
環が１つしかイデアルを持たないときや，特
別な最大（または最小）イデアルを持つとき
はK理論を用いた不変量が少なくとも強森田



 

 

同値に対する完全不変量であるという結果
が知られている．この共同研究では，上記の
場合にどのような不変量が生じるかという
ことを完全決定した．この結果は単にグラフ
C*環の結果だけではなく，与えられたC*環が
いつグラフ C*環と同型になるかという問い
に関しても一定の結果を与えてくれる．また，
上記のような特別なイデアル構造を持たな
い場合にも不変量の計算を行っている．この
計算は下記の（１０）で用いられる．この結
果に関してはすでに論文にまとめてあるの
で近々雑誌に投稿する予定である． 
 
 
（１０）単純でないグラフC*環の分類と普遍
係数定理 
 
Copenhagen にいる数名の研究者とともに単
純でないグラフC*環の分類理論に対する「一
意性問題」および「存在性問題」に関する研
究を始め，いくつかの部分的な結果を得た．
単純でない C*環の分類理論で重要な役割を
演じるのは，イデアル構造を考慮にいれた普
遍係数定理とK-webと呼ばれる不変量である．
一般のC*環に対してはK-webは完全不変量で
ないことが知られているが，グラフC*環に対
しては完全不変量である可能性がある．上記
（９）で得られた結果を用いてK-webの計算
をするとともに，それが完全不変量であるか
どうかを調べている．一定の成果は得られた
が，満足のいく結果を得るために 
現在も研究を続けているところである．また，
グラフ C*環とは限らない一般の C*環に対す
る普遍係数定理に関する研究も行っている． 
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