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研究成果の概要（和文）： 

本研究は，開弦理論の数理的側面を調べる事により，場の理論の非摂動的側面を探ると同
時に，幾何学などの数学の諸分野において新たな知見をもたらす事を目的としている．特
に，物理側では重力の量子化における非摂動的側面について格子モデルや AdS/CFT 対応
を基に探り，一方数理的には位相的弦理論を基に結び目不変量の可積分構造に関する新た
な構造を発見し，さらに圏化から生じる新たな不変量を物理的考察から提案した． 
 
研究成果の概要（英文）： 
In this research, I have focused on the mathematical aspects of the open string theory, 
and studied on the non-perturbative aspects of the quantum field theory and 
mathematical aspects of the string theory in particular for the relation with the 
geometry. In the physics side, I have mainly studied on the non-perturbative aspects of 
the quantum gravity on basis of the lattice model and AdS/CFT. In the mathematics 
side, I have found a novel quantum integrable structure of the knot invariants based 
on the topological string theory, and proposed a new topological invariant which arises 
from the categorification from the view point of the theoretical physics. 
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１．研究開始当初の背景 

本研究課題申請時には，開弦理論の数理的側
面に関する応用として，結び目不変量の解析
は知られていたが，体積予想などのトポロジ
ーで知られた幾何学的意味付けに関しては，

あまり知られたものではなかった．一方，開
弦理論の解析法に関しては，位相的頂点計算
や位相的再帰関係式などをはじめとして，新
たな形式が当時次々と発見され，これまでの
方法では解析が困難な物理量や幾何学的不
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変量が具体的に計算できるようになってい
た．このように，当時は弦理論と幾何学の双
方に著しい進展があったものの，両者の関係
はまだあまり着目されていない状況にあっ
た．こうした意味において，新たな分野横断
的発見ができる機会が多分にあったのであ
る． 

  

２．研究の目的 

本研究は，開弦理論の数理的側面を探ること
により，あらたな数学的応用をもたらすと同
時に，物理へのフィードバックをもたらす事
を目的としている． 

(1) 数理的な側面に関する主な焦点としては，
開弦理論の技術を応用して結び目不変量
の新たな側面を発見することを目指した．
その中でも特に体積予想や圏化に関する
弦理論的解釈を基に，色付き Jones 多項
式の新たな可積分構造を探り，また結び
目不変量の圏化と開弦理論の関係から新
たな不変量を提案する事を目的とする． 

(2) 一方，物理へのフィードバックとしては，
量子重力理論の非摂動的側面を主な応用
の対象とし，AdS/CFT や行列模型を基に
して側面を探る事が目的である．これら
の理論では，D-ブレーンの枚数に関わる
ラージN極限での新規の現象や数理的側
面が大きな役割を果たすので，(1)で得ら
れた成果を応用する事により，量子重力
理論の新たな側面を探る事を目指してい
る．  

 

３．研究の方法 

(1)色付き Jones 多項式と行列模型： 
色付き Jones 多項式の漸近的振る舞いは，体
積予想における研究によって，興味深い幾何
学的解釈が得られている．一方，位相的 B-
模型と呼ばれる弦理論や行列模型において
は同様の漸近解析が大きな進展を遂げてお
り，「位相的再帰関係式」と呼ばれている．
この手法では，開弦が運動する空間に内在す
るスペクトル曲線のデータを基に分配関数
に関する漸近展開が逐次的に計算される． 
 そこで，本研究ではこの手法を色付き
Jones 多項式の漸近解析（一般化された体積
予想）から得られる「A-多項式」によって定
義されるスペクトル曲線に適用する事で，色
付き Jones多項式を行列模型的に再定式化で
きる事を予想し，具体的な計算を基にそれら
の奇跡的一致を確かめる事を行った． 
 
(2)結び目不変量の圏化とゲージ理論： 
結び目のホモロジーと呼ばれる概念は，トポ
ロジーや表現論における様々な手法を応用
する事で発見された新たな研究テーマであ
り，特にこの１０年で飛躍的進展を遂げてい
る．一方でこうしたホモロジーの弦理論に基

づく物理的解釈が存在し，弦理論を指導原理
とした進展ももたらされてきた．特にこの数
年の精密化された弦理論と BPS状態の解析に
関する進展によって，結び目ホモロジーをよ
り具体的に取り扱う事が可能となった． 
 そこで自然な応用として考えられる問題
として，体積予想を基にこうした結び目ホモ
ロジーから新たな物理的解釈や結び目不変
量が得られないかという事が挙げられる．本
研究では，こうした視点から結び目の圏化に
関する研究を行い，特に結び目ホモロジーの
可積分構造に関する研究を推進した． 
 また，結び目ホモロジーは近年，弦理論の
双対性を通じて，超対称ゲージ理論における
「表面演算子」のある分岐インスタントンと
密接な関係にある事が明らかとなってきた．
こうした側面に関しても，研究を行っており
多角的に結び目不変量の圏化のより深い理
解へ向けて研究を行った． 
 
(3)AdS/CFT 対応と正則アノマリー方程式： 
開弦理論の数理的側面の物理的応用として
は，AdS/CFT 対応などが挙げられる．AdS/CFT
対応は，ゲージ/重力対応して考えられ，ま
た同時に弦理論の枠組みにおいては開弦理
論と閉弦理論との間の関係として記述され
る．特に AdS/CFT 対応では開弦理論側からも
たらされるゲージ理論を用いて，閉弦理論に
実現される重力理論を解析する事を可能と
し，近年の弦理論の大きな進展の一翼を担う
双対性であると言える． 
 そこで，AdS/CFT 対応をより深く理解する
事により，量子重力理論の新たな側面を明ら
かにできる事が期待される．近年では特に，
超対象ゲージ理論の「局所化」と呼ばれる手
法が飛躍的に進展し，様々な形で非摂動的解
析が可能となっている．特に局所化を通じて
得られた分配関数などのラージ N極限を考え
ると，そこには行列模型の構造が現れ，数理
的側面の研究で扱ってきた手法が思わぬ形
で応用できる．本研究では，主に ABJM 模型
を通じて，量子重力理論の新たな側面を探っ
た． 
 
(4)ミラー対称性，格子重力，など： 
このほかにも開弦理論の数理的側面に関し
ては，数多くの進展が存在する．中でも「ミ
ラー対称性」に関する研究に関しては，D-ブ
レーンと行列因子化との間の関係の理解が
深まった事により，開弦理論の分配関数まで
もが解析可能となり，特にコンパクトな
Calabi-Yau 多様体上の分配関数までもが実
際に計算可能となった．本研究課題では，こ
うした側面に関しても研究を行っている． 
 一方，物理的研究に関しては，２次元量子
重力理論のあらたな模型として「CDT 模型」
と呼ばれる，因果律を保った模型が提唱され，



この分野に新たな研究の方向性がもたらさ
れている．こうしたこの模型の定式化におい
ては，行列模型に基づく弦の場の理論が大き
な役割を果たしており，開弦理論の数理的手
法が有効であり，新たなクラスの CDT 模型の
構築に役立てられる． 
 
４．研究成果 
(1)色付き Jones 多項式と位相的再帰関係式： 
Dijkgraaf 氏との共同研究では体積予想に基
づき，結び目不変量の一つである色付き
Jones 多項式の行列模型的定式化を提唱した．
Gukov 氏が提唱した体積予想では，色付き
Jones 多項式の漸近解析から A-多項式が得ら
れる事を提唱した．この漸近解析の結果を高
次項まで含めて調べると，色付き Jones 多項
式の漸近的振る舞いは，A-多項式を行列模型
のスペクトル曲線と見なしたものと非常に
類似の構造がある事が分かる． 
 そこで，Dijkgraaf 氏との共同研究では，
A-多項式を定義方程式として含むような
Calabi-Yau 多様体上を運動する位相的 B-模
型を考える事で，位相的開弦理論の分配関数
として色付き Jones 多項式が得られる事を提
唱した．色付き Jones 多項式は，これまで位
相的 A-模型を用いて記述できる事が知られ
ていたが，この描像では A-多項式は明確に現
れず，体積予想に対しては明確な解釈が与え
られない．一方，我々の提唱した位相的 B-
模型では，体積予想は自然に実現できるが，
色付き Jones 多項式の現れ方は明確でない． 
 我々の主張は，位相的 B-模型によって色付
き Jones多項式が実現できると予想する事で，
古くから知られている色付き Jones多項式の
新たな側面を提唱すると同時に，弦理論とし
てはこれまで知られていなかった新たな双
対性(位相的 A/B-模型の間の関係)を提唱す
る事となった．最近の Aganagic-Vafa らの研
究では，こうした双対性を「D-mirror 対称性」 
と呼んでいる． 
 さらに，真鍋氏を含めた Dijkgraaf 氏との
共同研究では，漸近展開の高次項が「位相的
再帰関係式」によって与えられる事を予想し，
実際に非自明な形で対応が存在する事を８
字結び目などの具体例を通じて提唱した．実
際，我々の研究では，多少 ad hoc な正則化
を導入しなければならなかったのだが，その
後の Borot-Eynard によるフォローアップの
解析によって，位相的再帰関係式に非摂動効
果を取り入れる事で，この正則化が解消する
事が示され，我々の主張が非自明な形で圏処
される事となった． 
 この研究は，本研究課題の当初からの悲願
であり，我々の提唱した予想が世界的な研究
者を巻き込んで思わぬ形で進展させる事が
でき，満足の結果が得られたと考えている． 
(2)結び目不変量の圏化とゲージ理論： 

結び目のホモロジーに関する研究はここ数
年，弦理論において飛躍的進展を遂げている．
特にこれまで具体的な結び目に対してホモ
ロジーを計算する事は困難な状況であった
が，物理的原理に基づいた定義や計算法など
が提唱され，具体的に手が出せる状況になっ
た． 
 Gukov 氏，Sulkowski 氏，Stosic 氏との一
連の共同研究では，こうした背景を基に，ホ
モロジーを計算し，トーラス結び目やツイス
ト結び目などに対する「色付き超多項式」の
公式を得る事に成功した．この結果を用いる
と，(1)で研究を推進した体積予想と同様の
解析が，色付き超多項式に対しても具体的に
実行する事ができる．そこで我々はさらに，
漸近解析を実行し，その結果 A-多項式の一般
化に対応する「超-A-多項式」という不変量
を導入した． 
 さらにこの超-A-多項式の量子化について
も考察し，そこから超-A-多項式が満たす q-
差分方程式が存在する事も発見した．この差
分方程式は色付き超多項式の背景に量子か
積分構造が存在する事を明示しており，さら
にその裏には位相的 B-模型があることを期
待させる． 
 また，粟田氏，菅野氏，真鍋氏，山田氏と
の共同研究では，4＆5次元ゲージ理論の表面
演算子がある場合の分岐スタントンと開弦
理論との関係を調べた．こうした問題は当初
AGT 対応を念頭に研究を行ったのであるが，
その後の結び目ホモロジーと超対称ゲージ
理論との研究の進展によって，実は類似の構
造がある事が明らかとなった．こうした形で，
本研究では結び目の圏化について多角的に
研究する事となったのである． 
 こうした進展は，当初の計画では思いもか
けないような研究の方向性をもたらすこと
となり，興味深い様々な結果が得られた． 
(3)ABJM 理論と正則アノマリー方程式： 
弦理論の非摂動的側面として提唱された M理
論は，AdS/CFT を用いてより詳しく考察でき
る．こうした側面は「ABJM 理論」によって明
確となり，特にゲージ理論側での分配関数の
計算が，超対称ゲージ理論の局所化を通じて
行列模型に帰着する事が示された．この行列
模型は位相的弦理論で解析が進んでいた行
列模型の亜種であり，これまでに培ってきた
様々な数理的手法が適用できる． 
 平野氏，森山氏らとの共同研究では，特に
正則アノマリー方程式を用いる事により，自
由エネルギーの摂動部分が，単純に Airy 関
数を用いて決定できる事を導いた．この結果
は，この分野の研究において一定のインパク
トをもたらし，後に計算機による研究や非摂
動効果の研究など，様々な研究がもたらされ
た． 
(4)ミラー対称性，格子重力，など： 



この他の側面に関する研究では，まず，鈴木
氏，清水氏，中山氏らとの共同研究において，
「開ミラー対称性」に関する新たな解析法を
提案した．開ミラー対称性の解析では，行列
因子化を通じて D-ブレーンの配位を指定し，
そこから非斉次項つき Picard-Fuchs 方程式
を導く手続きが必要となるが，実際にはかな
りの手間が必要となる．こうした側面に関し
て我々の研究では効果的な解析法を提案し，
計算が飛躍的に簡約化する事を具体例を通
じて検証した． 
 次に，２次元量子重力理論に関しては，CDT
模型の一般化へ向けた新たな模型を，佐藤氏，
綿引氏らと共同で考察した．それまでの CDT
の研究では，物質場のない純粋な重力理論の
みを考えていた．しかしながら実際の宇宙は
物質に満ちており，物質場を導入する事は量
子重力理論を考える上で必要不可欠である．
そこで我々の研究では，石橋-川合の模型に
基づいて，物質場を導入した CDT 模型を提唱
した．石橋-川合の模型は， Dynamical 
Triangulation に対する重力理論に Ising 模
型を導入した有名な模型であり，その手法を
CDT 模型に応用したのが我々の模型である．
この模型では，空間に対応する１次元ループ
に色づけを施す事で，物質場の自由度を導入
する事ができる． 
 残念ながらこの模型では，スケーリング極
限において非自明な臨界指数が得られなか
ったため，当初の目的に対しては満足のゆく
結果とならなかったが，その後，CDT 模型の
研究では物質場の導入が著しい進展を遂げ
ており，その先駆けとなる研究であったと考
えている． 
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