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研究成果の概要（和文）：本研究の大きな成果は 2つあり、一つは幾何的な応用、もうひとつは

Siegel-Weil 公式との関係を明確にしたことである。幾何的な応用については、次数が一般の

g,重さが g+1 のジーゲルアイゼンシュタイン級数に対し、その定数項をきちんと計算すること

で、モジュラー多様体のコホモロジーの一部を計算することができた。Siegel-Weil 公式につ

いては、次数が 2，重さが 2，レベルが素数 pのアイゼンシュタイン級数が、テータ級数の平均

を取ったものと一致することを示し、低い重さの Siege-Weil公式が自然な方法で成り立ってい

ることを確認することができた。 
 
研究成果の概要（英文）：There are two main result in our research; one is the geometric 
application, and the other is the relationship to Siegel-Weil formula. For the geometric 
application, we calculate the constant term of the Siegel-Eisenstein series of weight 
g+1 and degree g, which allows us to calculate a part of the cohomology of the modular 
varieties. On Siege-Weil formula, we can show that the Siegel-Eisenstein series of degree 
2, weight 2, and level p (prime) coincide with the genus theta series, which is the average 
of the theta series. Such result is the important example of the Siegel-Weil formula for 
low weights. 
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１．研究開始当初の背景 
アイゼンシュタイン級数のフーリエ展開を
求めることは、すでに多くの数学者たちによ
って考えられてきた。ジーゲルやマースなど
の研究により、フーリエ係数は自然にオイラ
ー積表示の形を持ち、実素点と有限素点とを
別々に調べればよいことが示されている。実

素点は志村の仕事で解析され、有限素点のう
ちの大部分はカウフォールド、ジーゲル、北
岡らの研究を経た後、最終的に桂田によって
完全に解決された。しかしレベル付きアイゼ
ンシュタイン級数の、分岐する素点のところ
はまだきちんと計算されておらず、いまだフ
ーリエ展開が書き下せていない状況であっ
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た。 
志村は 1983 の論文に於いて、レベル付きの
アイゼンシュタイン級数を、ある対合でひね
った場合のフーリエ係数を計算し、級数が収
束しない場合の Hekce流の解析接続を考察し
ている。これは大きな結果ではあるものの、
通常のフーリエ係数が計算できないのはや
はり不満であった。さらに低い重さのアイゼ
ンシュタイン級数のなす空間を計算するた
めにも、通常のフーリエ展開の計算は必要と
されていたことであった。 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は、アイゼンシュタイン級数の
フーリエ展開を、分岐素点の部分をきちんと
考察することによって、詳しく書き下し、さ
らにそれによって得られる様々な応用につ
いて考察することである。 
特に、応用としては 
・低い重さのアイゼンシュタイン級数のなす
空間の次元の計算 
・モジュラー多様体のコホモロジーの計算な
ど、幾何的な応用 
・Siegel-Weil公式との関係 
などがあげられる。 
 
３．研究の方法 
各フーリエ係数の有限素点に対応するとこ
ろはジーゲル級数と呼ばれるが、分岐した素
点でのジーゲル級数の計算については、通常
の場合と違い、局所密度などの他の不変量と
の関係はいまだ見つかっていない。そのため、
計算にはカウフォールドの手法を基にした、
直接計算を行ってきた。また、幾何的な応用
を考えるため、混合ホッジ構造や、モジュラ
ー多様体についての考察を行ってきた。 
 
４．研究成果 
(1) 申請者はまず、分岐した素点における
ジーゲル級数に関して、次数が 2の場合に明
示的な公式を与えた。これの応用として、レ
ベルが素数の場合に、Hecke 型の合同部分群
及び主合同部分群に関する、低い重さのアイ
ゼンシュタイン級数のなす空間の次元をき
ちんと計算することができた。 
計算の方法は、カウフォールドに倣った直接
計算であるが、分岐するところゆえの特殊事
情がいくつか出てきて面白い計算になって
いる。通常のジーゲル級数では、対称行列の
分母部分しか見ていないが、その分子部分が
計算に直接聞いてくるため、多くの項が消え
てしまい、不分岐のところとは全く違うタイ
プの項が出てくることになる。不分岐の場合
と違い、局所密度のような重要な不変量との
関係はまだ見つかっていない。結果は以下の
とおりである。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
空間の次元に関しては、アイゼンシュタイン 
級数の解析だけではなく、そのカスプの様子
がどうなっているかも重要である。カスプの
様子については、Hecke 型の合同部分に関し
ては単純で見やすいが、主合同部分群に関し
ては、非常に複雑であり、次数が 2の場合に
限っても書き下すことはほぼ不可能である。 
そこで、主合同部分群に関する結果を得るた
めには、有限群 Sp(2,Z/p)の表現論を使う必
要がある。この有限群の指標表は Srinivasan
によって与えられているため、これを使って
計算を行うことができるのである。 
 
より具体的には、アイゼンシュタイン級数の
なす空間への Sp(2,Z/p)の表現は、ある極大
放物型部分群の 2次指標の誘導表現の部分表
現になっていることが示される。そして
Hecke 型の合同部分群に関するアイゼンシュ
タイン級数のなす空間の次元は、その部分表
現に現れる既約表現の個数に一致している
ことが示される。これにより、主合同部分群
の場合の次元の計算を、Hecke 型の場合に帰
着することができた。 
例えば重さが 2の場合、主結果は次ページの
とおりである。次元の上限を求めることはで
きたが、カスプの様子から分かる次元の上限
の分だけの、十分な保型形式を構成すること
ができなかったため、完全に次元を与えるこ
とはできなかったが、かなり大きな成果を上
げることができた。 
 
(2) 上で述べた結果を拡張したものとして、
一般次数 gの場合のアイゼンシュタイン級数
の定数項を、レベルが素数、あるいはより一
般に自乗因子を含まない場合に計算するこ
とができた。このアイゼンシュタイン級数は、
収束域から外れているために、解析接続をし
て得られるものであり、その定数項は自明で
はない。一般次数の場合に、分岐する素点の 



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ジーゲル級数を計算しつくすことは難しい
が、定数項に限れば計算ができる。 
この結果として、特に重さが g+1のジーゲル
アイゼンシュタイン級数を考えると、これは
収束域からぎりぎり外れている重さであり、
Hecke流の解析接続の理論を使わないと存在
が示せない。これについては、志村の'83年
の論文においてすでに正則な保型形式であ
ることは示されている。しかし既に述べたと
おり、志村の論文においては対合でひねった
関数のフーリエ展開しか計算していないた
め、これだけでは一体どのくらいの関数が得
られているのかが分からない。申請者が定数
項をきちんと計算することで、Hecke型の合
同部分群、及び主合同部分群に対しても、以
下のような結果が得られた。 
 
定理 レベルを奇素数とする。次数が g, 重
さが g+1の Hecke型、及び主合同部分群に関
するアイゼンシュタイン級数のなす空間の
次元は、次数が gのモジュラー多様体の 0次
元カスプの個数と一致する。 
 
これの応用として、モジュラー多様体のコホ
モロジーの計算がある。モジュラー多様体の
コホモロジーを混合ホッジ構造で分解した
ときの一部は、ジーゲルアイゼンシュタイン
級数の存在により計算されることは、既に宮
崎によってが示している。その時点で、アイ
ゼンシュタイン級数が 0次元カスプの個数と
一致しているかどうかは、まだ正確には示さ
れているとはいえない状況であった。申請者
の結果により、少なくとも奇数レベルの、自
乗因子を含まないようなレベルに対しては、
宮崎の結果が正しいことは保障されたこと
になる。 
 
(3) 次数 2、重さが 2 かつ素数レベルのアイ
ゼンシュタイン級数を考える。これもそのま
までは収束しないため、解析接続を行ってか
ら計算する必要があるため、自明には得られ
ない。アイゼンシュタイン級数の空間が 1次
元しかないことを利用すると、対合でひねる

ことにより、この保型形式のフーリエ展開を
きちんと計算することができる。 
結果は以下のとおりである。 
 

さて、このようにして得られたアイゼンシュ
タイン級数は、実は菊田-長岡の論文で計算
された、テータ級数の平均(genus thetaと呼
ばれる)に一致していることが示される。 
菊田-長岡は、レベルが 1 のアイゼンシュタ
イン級数の p進的な極限が実際に保型形式に
なることを示しており、Yangによる局所密度
の結果を利用して、p 進的な極限がテータ級
数の平均と一致することを、フーリエ級数の
比較によって証明している。その計算は非常
に複雑であり、ダイレクトな証明とは言い難
い。しかし我々の結果により、その保型形式
はレベルが pのアイゼンシュタイン級数その
ものであったことが示されたことになる。 
 さらにこの一致は、アイゼンシュタイン級
数がテータ級数の平均と等しいという、
Siegel-Weil 公式の例にもなっている。
Siegel-Weil 公式は、そもそもはジーゲルが
示したものであり、アイゼンシュタイン級数
のフーリエ係数に現れるジーゲル級数が局
所密度と関係が深いことを利用して得られ
た結果である。それは後にヴェイユにより、
ヴェイユ表現を用いたテータ積分の形に一
般化された。 
この Siegel-Weil公式が低い重さで成り立つ
かどうかは、保型表現論的に積分の形で書き
下した Kudla-Rallis の結果はあるものの、
それが古典的文脈でどう書かれるかは明ら
かではない。その意味で、ここで得られた一
致は非常に重要な例であると言える。 
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