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研究成果の概要（和文）：一般の距離空間上への拡散過程（Dirichlet form)の構成の問題に対して、空間の分
割を用いて空間を近似するグラフの列を与え、そのグラフの列の上の離散的なDirichlet形式のスケーリング極
限で空間の局所正則なDirichlet formを構成するというアプローチを行った。そして、Barlow-Bassが
Sierpinski carpet上にBronian motionを構成する際に見出したKnight move条件を一般化したものが、このアプ
ローチが成功するための十分条件であることを明らかにした。更に、その条件を満たす新しい自己相似集合のク
ラスを見出した。

研究成果の概要（英文）：To construct a diffusion process(or a Dirichlet form) on a metric space, we 
approximate the space by an infinite sequence of discrete graphs and consider when the natural 
discrete Dirichlet forms with certain scaling on those graphs converge to a local regular Dirichlet 
form on the original space. As a result, we find that a generalization of the "Knight move" 
condition, which was found by Barlow-Bass when they constructed the Brownian motion on the 
Sierpinski carpet, is a sufficient condition for the success of the above strategy. Moreover, we 
have found a new class of self-similar sets where we can construct a diffusion process by the above 
mentioned approach. 

研究分野：複雑な空間上の解析学

キーワード： フラクタル　拡散過程　ラプラシアン

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
マンデルプローによって自然界の物体の適切なモデルとして提案されたフラクタル上では、その複雑な形状によ
り通常の微分を基本とする解析学は適用できない。従って、自然界のモデルとしてのこのような複雑な空間で、
物理現象を記述するためには、新しい解析学の理論が必要となる。本研究は、複雑な空間の幾何と解析の係わり
の研究を通じて、複雑な空間上の拡散現象や波動現象を記述するための基本理論を確立し、さらに複雑な空間と
従来の滑らかな空間上の物理現象の本質的な違いを明らかにすることに貢献している。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
ユークリッド空間では、所与の幾何学的構造（ユークリッドの距離）から、微分を介して、ラプ
ラシアンなどの解析的構造が定義され、それらの解析的構造の性質を記述する際には、所与の幾
何学的構造が再び``自然に''出現する。例えば、ユークリッド空間やリーマン多様体などでは、見
た目の幾何構造（ユークリッドの距離、 測地線距離）から、「滑らかな関数」が定義され、それ
を元にしてブラウン運動やラプラシアンを始めとする解析的構造が定義される。そして（ラプラ
シアンの固有値分布やブラウン運動の熱核の漸近挙動などの）解析的構造の性質の記述には、見
た目の距離とそれに伴う次元が自然に表れる。典型的な例として、ユークリッド空間の有界領域
上のラプラシアンの固有値の漸近分布に表れる指数は、Weyl の定理により、空間の次元と常に
等しいことが示されている。つまり見た目の幾何と解析的な本質を記述するための幾何が一致
しているのである。また、熱方程式の基本解は所与の距離を用いたガウス型の漸近評価を持つ。 
一方、このような幾何と解析の自明な結びつきという``常識''はフラクタルなどの複雑な空間
では一般に成立しない。例えば、Sierpinski gasket などの自己相似集合上の自然な拡散過程
（Brownian motion）の漸近挙動に表れる指数は、ユークリッドの空間の場合と異なり空間の次
元（Hausdorff次元）とは異なる値を持つことが知られている。さらに最近の複素平面上のガウ
ス自由場に付随する Liouville ブラウン運動の研究は、複素平面のような``簡単な''構造の空間
上の``通常の''解析（ブラウン運動）の場合でさえ、ランダムな測度が介在すると空間の幾何学的
構造と解析の結びつきが自明でなくなることを示している。このような複雑な空間での解析と
幾何の結びつきを理解することが大きな問題となっていたのである。 
 
２．研究の目的 
「一般に幾何学的構造と解析的構造はどのように結びついているのであろうか？」 
これが、本研究の基盤を成す問いである。幾何学的構造と解析的構造の結びつきをまとめると、
まず 
A. 空間を構成する際に与えられた幾何構造（距離・次元） 
が与えられその、幾何学的構造から 
B. 解析的構造（マルコフ過程・ラプラシアン・関数空間） 
が構成され、その解析的構造から 
C. 解析的構造を記述するのに適した幾何構造（距離・次元) 
を解明することとなる。この Aから B, Bから Cという結びつきを、Klein 群の不変集合、Julia 
集合などの力学系の不変集合、ガウス自由場に付随する Liouville ブラウン運動などを含めた
様々な複雑な空間のクラスで調べるとともに、それらの個々のクラスの研究を包含するような、
距離空間における解析と幾何の結びつきの一般論を展開することが本研究の具体的な目的であ
る。特に、AからＢの過程の研究として複雑な空間における拡散過程の構成がある。この問題は、 
自己相似集合に関しては 1990 年代の初頭から研究が始められたが、依然として Sierpinski 
gasket や Sierpinski carpetなどの対称性の大きい図形でしか、成功していない。本研究では、
さらに大きなクラスの自己相似集合上での拡散過程の構成も目的の 1 つである。また、B から
Ｃの過程では、所与の性質を持つ距離の構成が大きな問題となっており、これも本研究の目的の
1つである。 
 
３．研究の方法 
本研究は、純粋数学の研究であるので、実験や観察などはなく、基本的に研究者が各々関連の過
去の研究文献を読み込み、そこから考察を行うことによって研究を進めた。特に、論文の一覧に
見られるように本研究の大きな部分を占める共同研究（国際共同研究）においては、相手の研究
者を訪問・招聘するなどして、研究のテーマに関する議論を行う。また、計算機上で数式処理プ
ログラムとグラフィックを組み合わせて複雑な集合（自己相似集合）の具体的な例の生成をおこ
なった。 
 
４．研究成果 
まず、研究代表者木上の研究成果について述べる。 
(1) 一般の距離空間上への拡散過程の構成 
複雑な空間を含む一般の連結なコンパクトな距離空間上に non-trivial な拡散過程を構成する
方法と、十分条件について次の(a), (b), (c), (d) の方針で研究を行った。 
(a) 空間の分割という概念を用いて、空間を離散的なグラフの列で近似 
(b) 離散的なグラフ上のランダムウォークに対応するエネルギーを構成 
(c) 離散的なエンルギーの列に対して、適切なスケーリング定数を見出す。 
(d) 適切にスケーリングのもとでの離散的なエンネルギーの極限で、元の空間上のエネルギー
（＝ local regular Dirichlet form）を定義し、対応する拡散を構成する。 
この方針で拡散過程を構成するための大きな問題点は、まず(c)において、「どのような条件のも
とで適切なスケーリング定数が存在するか？」ということである。この問題に対して、Sierpinski 



carpet の場合に Barlow-Bass によって用いられた Knight move という条件を一般化し、その条
件の下では適切なスケーリング定数が存在することを証明した。さらに、(d)の過程で得られる
エネルギーが空間の Ahlfors regular conformal 次元が 2 未満の場合には local regular 
Dirichlet form とくに resistance form になっていること、得られた拡散過程の熱核が sub-
Gaussian 型の漸近評価を持つことを示した。さらに、具体的な例として、必ずしも対称性を持
たない 2 次元の正方形をベースとした無限分岐的な自己相似集合のクラスを新たに見出した。
なおこの研究は、対象を広げて、多角形をベースとし局所対称性を持つ自己相似集合上への拡散
過程の構成の研究として現在も研究が進行中であり、多くの新しいクラスの自己相似集合上に
拡散過程を構成することに成功しつつある。 
(2) Sierpinski gasket からその外周の 1つの辺を除いた集合の幾何と解析の係わり 
Sierpinski gasket からその外周の１つの辺を除いた集合（以後 S/I と書く）は、樹上構造を持
ち、その上の最短距離から定義される自然な距離ｄは、ユークリッドの距離と本質的に異なるこ
とを示した。さらに Sierpinski gasket 上の Brownian motion を S/I 上に制限したものから導
かれる距離（解析的構造を記述するのに適した距離）は、上述の S/I 上の幾何学的に自然な距離
ｄのあるべきと同値であることを示した。さらに、その応用として、Sierpinski gasket 上の
Brownian motion の外周の 1つの辺の上への trace に対応する junp 過程の jump核の具体的な表
現を得た。 
(3) Jump 過程の熱核の空間の「至る所」での漸近挙動 
距離空間上の Jump 過程の熱核が、空間全体で「標準的な」漸近挙動を持つための必定十分条件
は、Chen-Kumagai-Wang や Grigoryan-Hu-Lau などにより明らかにされてきた。本研究では、そ
のような必要十分条件を満たさない場合でも、空間の全ての球についてその一定の割合の部分
では「標準的な」漸近挙動を持つ場合があることを明らかにし、そのための十分条件を導くこと
に成功した。さらに、その十分条件が上述の Sierpinski gasket 上の Brownian motion の外周の
1 つの辺への trace である jump 過程について証明し、その漸近挙動を明らかにした。この研究
は、University of Washington の Chen 教授との国際共同研究である。 
次に研究分担者による研究成果について述べる。 
分担者梶野は、早稲田大学の清水良輔氏と共同で，自己相似フラクタル上の p-エネルギー形
式に対する解析学の研究を推し進めた．具体的には，Lipschitz 写像の合成の下での縮小性不等
式を一般化 p-縮小性として定式化しその帰結として微分可能性をはじめとする p-エネルギー形
式の様々な基本的性質が導かれることを示すとともに，広範な自己相似フラクタルにおいてそ
の上の p-エネルギー形式を一般化 p-縮小性を満たすように構成できることを証明した． 
分担者宍倉は、複素力学系の近放物型不動点のくりこみのアプリオリ評価の応用として、２次
多項式を含む関数族について、回転数が高いタイプの Siegel 円板の境界が Jordan 閉曲線にな
ることを示した。また、有理関数族の退化極限を樹木上の区分線形写像と結びつけて研究し、周
期 p の超吸引的周期点をもつ２次有理関数の族 S_p の穴の特徴付けを行った。また、Berger, 
Dujardin, Crovisier, 石井らとともに、有理関数族内の強正規的パラメータ集合の大きさの研
究を行った。 
分担者相川は、調和関数の大域的境界 Harnack 原理の熱方程式解に対応する概念は Intrinsic 
Ultracontractivity（IU） である． 非常に多くの複雑領域は IU をみたすが，IU の幾何学的特
徴付けは未解決問題である．この未解決問題に関して，単連結平面領域で Widely Accessible な
ものに対する擬双曲距離と Whitney 正方形による Banuelos と Davis の予想の解決の手がかりを
得た。 
分担者秋山は、零エントロピーシステムに現れる代数的な構造は Pisot 数、Salem 数などの
特殊な拡大係数をもつ自己相似系であることが多い。バランス語はそのような体系にしばしば
現れる。今回はバランス語の統計的分布を調べ、さらに Salem 数を底とする数系の周期軌道を
考察した。 
分担者熊谷は、非局所線形作用素（飛躍型確率過程）に関する De Giorgi-Nash-Moser 理論や
安定性理論を構築し、安定性理論のランダム媒質への応用として、long range のランダムコン
ダクタンスモデルの homogenization 理論を展開した。また、Bouchaud のトラップモデルや一様
全域木等の上のランダムウォークの熱核を詳細に解析し、ランダム幾何学が対象とするモデル
の上の解析学を進展させた。 
分担者白石は、統計物理に起源を持つ 3 次元確率モデルである一様全域木およびそれに関連
するループ除去ランダムウォークの研究を精力的に行った。特に研究論文[1]において、当該分
野の重要な未解決問題であった 3次元一様全域木のスケール極限の存在を証明した。また、同じ
論文[1]において、3 次元一様全域木の上を走るランダムウォークについても考察し、一様全域
木のスペクトル次元がループ除去ランダムウォークの成長指数で記述できることも証明した。 
分担者角は、複素１次元の乗法的ノイズによるランダム多項式力学系の generic なものにつ
いて分類を行った。また複素２次元複素エノン写像のランダム力学系で平均安定性を持つもの
が generic であることを示し、平均安定性から帰結される様々な結果を得て、一つの写像の反復
合成による決定論的力学系では決して現れないランダム力学系特有の現象を多く発見しそのメ
カニズムの解明を行った。また、複素１次元の非自励多項式力学系において、そのジュリア集合



が一様完全性を持たないものの構成などの結果を得た。 
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