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研究成果の概要（和文）：格子Ｈ行列に基づく数値線形代数系の構築を目的とした研究・開発を行った。格子Ｈ
行列の特殊な場合であるBLR行列について、全固有値計算手法を提案し数値計算アルゴリズムを開発した。格子
Ｈ行列法の高性能実装に関する研究を実施した。タスク並列化言語に機能を追加し、分散メモリ並列計算機上で
のＨ行列分割生成および低ランク構造行列生成の計算性能を向上させることに成功した。また、各種の最新CPU
アーキテクチャを用いた計算ノードにおいて、理論的限界値の85%以上の性能を達成するＨ行列・ベクトル積計
算手法を開発した。さらに、最新GPUのMIG機能を用いて、BLR行列に対するQR分解高速に行う手法を開発した。

研究成果の概要（英文）：We conducted research and development aimed at constructing a numerical 
linear algebra system based on the lattice H-matrix. We proposed an algorithm to calculate all 
eigenvalues for the BLR matrix, a special case of the lattice H-matrix. Research on high-performance
 implementation of the lattice H-matrix method was carried out. By adding efficient work-stealing 
functions to task parallelization languages, we successfully improved the computational performance 
of H-matrix partitioning and low-rank structured matrix generation on distributed memory parallel 
computers. Furthermore, we developed an H-matrix-vector multiplication computation method that 
achieves over 85% of the theoretical limit performance on computing nodes using various latest CPU 
architectures. Additionally, we developed a method for fast QR decomposition of BLR matrices using 
the MIG feature of the latest GPUs.

研究分野：数値線形代数

キーワード： 近似計算　低ランク　H行列法　数値線形代数　行列近似　高性能計算　並列計算　アルゴリズム
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研究成果の学術的意義や社会的意義
格子Ｈ行列法は、大規模な科学技術計算を少ない計算量とメモリ使用量で実地するための手法であり、多くの実
問題（超電導解析、地震波動解析、マイクロマグネティクス計算など）で使用されている。本研究では、格子Ｈ
行列法の理論的枠組みを拡張し、最新計算機アーキテクチャの性能を引出す数値計算アルゴリズムを開発した。
この成果は、計算科学の理論的枠組みを拡張した学術的意義に加え、実応用シミュレーションを大規模化・高速
化する社会的意義も大きい。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１ 研究開始当初の背景 
密行列を扱う必要性は、科学技術計算およびデータ科学計算の随所に生じる。密行列の保存

には多くの計算機メモリと演算量が必要である。密行列を回避して計算機メモリ・演算量を大幅
に低減させ、且つ、ハードウェアの性能を引き出せる手法が必要である。 
そのような密行列回避手法として、低ランク構造行列近似を用いる研究が近年盛んに行わ

れている。低ランク構造行列では、近似対象行列を分割し、部分行列に低ランク近似を適用する。
行列分割構造の作成方法の違いにより、低ランク構造行列には幾つかの種類があり、それらの間
には、近似精度・演算量・演算難度のトレードオフが存在する。最も構造が単純な低ランク構造
行列の BLR(Block Low Rank)は高精度で演算が比較的容易であるが、圧縮率が十分とは言えな
い。H (Hierarchical)行列は、BLR行列に比べて高圧縮であり演算量も少ないが、行列分割構造
が複雑なため並列計算の難度が高く、分散メモリシステム上で効率的な通信パターンの構築が
困難である。 

2018年に伊田(代表)らが提案した「格子H行列法」は、従来の低ランク構造行列の間に存
在するトレードオフ問題を解消させると期待できると見込んだ。その根拠は、格子H行列はBLR
行列の格子構造を保持しており、従来型 H 行列では演算・通信パターンが複雑になり過ぎ実現
困難な行列演算アルゴリズムであっても、格子単位で演算を行うことにより見通し良く開発す
ることが可能なためである。 

 
２ 研究の目的 
本研究では、科学技術計算およびデータ科学計算に必要な数値線形代数の行列演算に対し、

格子 H 行列に基づき実行する計算アルゴリズム群を構築し、最新の計算機アーキテクチャ上で
実装することを目的とした。本研究以前の研究において、科学技術計算の行列について、格子 H
行列の行列分割生成、行列-ベクトル積、LU 分解のアルゴリズムは開発済であった。これらの
CPU クラスタ向け実装は、超電導解析や地震周期解析などの実問題に利用されていた。これら
の研究実績を土台とし、目的達成に向けて次の重点課題 A、Bを掲げた。 
課題 A．格子 H行列計算アルゴリズム群の開発 
課題 B．最新ハードウェアの性能を引き出す格子H行列アルゴリズムの最適化 

 
３ 研究の方法 
上記 2章の課題Ａ、Ｂについて、下記の項目について研究を行った。 

課題 A．格子 H行列計算アルゴリズム群の開発： 
・研究課題 A-(1) 格子H行列演算種類の拡充 
これまでに開発していた格子Ｈ行列生成、行列・ベクトル積、LU 分解を活用して、演算の種
類を拡充に取り組んだ。格子 H行列の単純な場合である BLR 行列に対して、低ランク行列構造
を保ちつつ QR 分解および固有値分解を行う計算手法の開発を行った。 
・研究課題 A-(2) データ科学分野の問題への格子Ｈ行列法の適用 
教師あり機械学習法の一種であるカーネルリッジ回帰では、グラム行列を係数行列に持つ

連立一次方程式を解く必要がある。一般的には密行列となるグラム行列を BLR 行列で近似し、カ
ーネルリッジ回帰の計算コスト削減に取り組んだ。グラム行列に混入する誤差が推論精度に与
える影響について調べ、BLR 行列を使用した際の計算時間・メモリ使用量・推論精度などについ
て検討した。 
課題 B．最新ハードウェアの性能を引き出す格子H行列アルゴリズムの最適化: 
・研究課題 B-(1) GPU 向け格子Ｈ行列計算のコード開発 
利用頻度が高くマルチコア CPU 向けコードが既開発の演算（格子Ｈ行列生成、行列-ベクト

ル積、LU 分解）について、並列アルゴリズムを GPU 向けに再検討し、再実装を行った。上記研
究課題(1)で新たに開発された BLR-QR 分解についても GPU 化を行った。 
・研究課題 B-(2) 動的負荷分散を用いた格子Ｈ行列計算の高速化 
ヘテロジニアス化した計算システムで計算負荷均衡を取るために、タスク並列言語(Cilk 

Plus, Tascell)を用いた動的負荷分散を導入した。また、同一計算ノード内の MPI プロセス間で
コア割当てを、計算状況に合わせて動的に変化させる手法の導入を検討した。さらに、計算ノー
ド間で計算リソース割り当てを、量子アニーラを用いて最適化する手法を検討した。 
 
４ 研究成果 
 研究期間中に多くの研究成果（研究論文 22 本、学会発表 28 件）が得られた。それらの中で、
代表的な成果４件について、内容を以下に記す。 
（１）対称ブロック低ランク行列の固有値問題解法 
対称ブロック低ランク（BLR）行列の固有値問題を解く数値計算手法を提案した。この手法

は、従来のブロックＨouseholder 変換による密行列の帯行列化を経由した 2 段階三重対角行列
化手法を元としている。帯行列化の際に、変換対象の行列だけでなくブロックＨouseholder ベ
クトルについても、各ブロックが低ランク行列である BLR 行列で近似することにより、従来手法
に比べて計算量を低減させる手法である。 
従来の密行列をブロック分割し帯行列化を行うには、ブロックサイズ݉に関わらず計算量

ܱ(ܰଷ)が必要であり、手法全体の計算量を決める主要部となる。低ランクブロックのランク数が



݇で一定である対称 BLR 行列の場合には、帯行列化に必要な計算量がܱ(݉ଶܰ + ݇ܰଶ +
݇ଶܰଷ/݉ଶ)となり、݉を適当に選べば計算量を密行列の場合より減少させることができる。その
ため、帯行列から三重対角行列に変換させる村田法の計算量ܱ(݉ܰଶ)とのバランスにより手法全
体の計算量が決まる。BLR 行列固有値問題解析手法の全体としては，最適ブロックサイズ݉ ∝
݇ଶ/ଷܰଵ/ଷの時に，計算時間ܱ൫݇ଶ/ଷܰ଻/ଷ൯で最小となる。 
数値実験を行った結果、最適ブロックサイズおよび計算時間は、ほぼ理論通りの結果が得ら

れた。また、BLR 行列を用いた提案手法により計算された固有対の精度および固有ベクトルの直
交性は、元となる BLR 行列近似に用いられたランク kに依存し、ランクが大きくなるほど密行列
の結果に近づくことが確かめられた。提案手法を用いれば、必要な精度に応じた計算時間で大規
模な固有値問題を解くことができる。このような特性を踏まえると、全固有値の分布をすばやく
調べるような使用法が考えられる。  
 

図１ BLR行列を用いた提案手法と従来手法（密行列）の計算時間と行列サイズܰの関係[1]. 
 
（２）階層型行列法のマルチコア CPU向け最適化 
研究開始当初、階層型行列（Ｈ行列）・ベクトル積はクリロフ部分空間法において重要な

カーネルであるが、Ｈ行列の持つ複雑さから高速化に関する研究は十分に行われてこなかった。
Ｈ行列・ベクトル積は大きさがまちまちな多数の密行列・ベクトル積の集合からなるため、マル
チコア CPU における高速化には、1. スレッド間のロードバランシング、2. ベクトルアクセス
のキャッシュ効率、3. 解ベクトルへの書き込み競合、などの課題があり、さらに近年のマルチ
コア CPU の構成を考慮して、4. プロセッサの NUMA 構成を考慮した最適化、5. Ｈigh Bandwidth 
Memory (HBM)を考慮した最適化、の手法を考える必要がある。論文[2]では上記を考慮して、A64FX、 
Intel Xeon CascadeLake、 AMD EPYC において有効な最適化手法を検討した。細粒度なスレッド
分割によるロードバランシング手法、キャッシュ効率を考慮した部分行列・ベクトル積の実行順
序、解ベクトルへの書き込み競合の回避、NUMA を考慮した First touch やスレッド分散手法、
HBM の性能を活かすための部分行列の格納形式などについて提案した。提案手法を HBM メモリ搭
載 A64FX、DDR メモリ搭載 Intel Xeon CascadeLake, AMD EPYC において評価した。図 1は静電
場解析において現れる様々なＨ行列・ベクトル積に対して提案の 7 つの最適化手法を順次適用
した際の性能（FLOPS）であり、事実上の最大値である十分に大きな密行列・ベクトル積（図の
横線）と遜色ない性能（A64FX、 AMD EPYC、 Intel Xeon CascadeLake それぞれで最大 84.8、 
98.7、 100.7%の FLOPS）を達成した。これはＨ行列の密行列近似によって演算量が 1/100 にな
った場合、計算速度がほとんどそのまま 100 倍になることを意味する。 

A64FX 

AMD Rome 

Intel Xeon CascadeLake 

図 2: 階層型行列-ベクトル積演算の最適化と A64FX, AMD EPYC, Intel CascadeLakeにおける性能評価．一番左
をベースラインとして，順次最適化を追加している[2]． 



（３）GPU 向け格子Ｈ行列計算のコード開発 
最新の CPU や GPU は多数の計算コアを備えており、それらを常に稼働させられるに十分な

量の計算を同時に行わせなければハードウェアの性能を使い切ることができない。一方、格子Ｈ
行列を含む低ランク行列を用いた計算では、行列を近似する際に大きな行列を分割して近似す
るため、その行列に対する演算は必然的に「小規模な計算を多数行う」ものとなる。これをその
まま GPU に行わせると良い性能を得ることはできない。こうした問題への対策としては小規模
な計算を多数同時に行うバッチ計算が知られており、著名な数値計算ライブラリによる対応も
進んでいる。しかしこれらを利用するにはプログラムのデータ構造などを変更する必要があり、
容易に利用することができない。 
そこで本研究では、複数のプロセスで GPU を共有利用する実行形態による高性能化を提案し
た。また、高性能計算分野の数値計算プログラムには Fortran（Fortran90 など）を用いて記述
されているプログラムが多く、我々のプログラムも元々は Fortran90 で書かれており、MPI と
OpenMP により並列化されている。そのため、Fortran から容易に利用できる手段での高速化には
大きな需要がある。そのため、CUDA Fortran を用いて GPU 向けのプログラム記述を行った。 
本研究ではNVIDIAの一部のGPUが備えるマルチインスタンスGPU（Multi-Instance GPU、 MIG）
機能に着目した。MIG を使うと GPU は複数のサブ GPU に分割可能となり、GPU の全計算資源を使
い切る想定で作られている GPU 向けライブラリもサブ GPU 内でのみ実行させることができる。
そのため、GPU 全体を使った小規模な計算ではなく、サブ GPU ごとの小規模な計算を複数同時に
実行させることが可能となり、全体としては良好な性能が得られることが期待できる。 
実験の結果、プログラムの構造を大きく変更することなく大幅な性能改善が行えることを示
した。下図はＨ行列よりも行列の構造が単純なブロック低ランク（Block Low-Rank、 BLR）行列
に対する QR 分解を行った結果であり、MIG を用いることで大幅な性能向上が得られた。格子Ｈ
行列に対する計算においても高性能化が期待できる。 

 
（４）動的負荷分散を用いたＨ行列生成の高速化 
Ｈ行列の生成処理は、行列を部分行列に分割する分割構造生成処理とその各部分行列の要

素を求めるフィル処理の 2ステップにより行われる。このうち、分割構造生成処理については効
率良い並列実装が提案されておらず、我々の以前の研究でタスク並列言語 Cilk Plus および
Tascell による共有メモリ環境向けの並列実装を行ったが、本課題の研究ではさらに分散メモリ
環境にも対応した実装を行った。また、フィル処理についても動的負荷分散を適用した並列実装
を行った。従来のＨ行列生成処理の実装では、分割構造生成処理とフィル処理が分離されていた
が、これらの処理をシームレスに接続し、分割構造生成処理が完全に終了していなくても計算コ
アが必要に応じてフィル処理の実行可能な部分を実行するようにすることで、計算コアの遊休
時間を最小化することを目指した。 
分散メモリ環境上での分割構造生成処理の実装手法としては、分散クラスタツリー構築(DCTC)
と冗長クラスタツリー構築(RCTC)の 2 つを提案した。分割構造生成処理はさらに、CT 構築と BCT
構築という 2つの処理に分割されるが、DCTC では CT構築と BCT 構築の両方について全ノードの
ワーカによる並列処理を行う。一方 RCTC では、CT は全ノードで（ノード内での並列化は行いつ
つ）冗長に構築し、BCT 構築は DCTC 同様に全計算ノードによる並列処理を行う。RCTC では CT 構
築に関して複数ノードでの性能向上は得られないが、DCTC で生じるデータ交換コストを削減す
ることができる。これらの実装を、ノード間のワークスティールにも対応したタスク並列言語
Tascell を用いて行った。約 1億要素の 3次元電場解析を用いた数値実験で、京都大学スーパー
コンピュータ Laurel 2 の 8 ノード×36 ワーカによる評価を行った。その結果、RCTC では対 1ノ
ード比で最大 1.11～1.20 倍の性能向上を達成した。DCTC では CT 交換のコストのため複数ノー

図 3：BLR 行列に対する QR 分解の性能評価結果。MIG を用いることで MIG を用いない場合よりも実行時間を
78%短縮できた。CPUと比べても 51%短縮できている。CPUは AMD EPYC 7313、GPUはNVIDIA A100(PCIe)
を使用。対象問題は密行列状態で一辺の長さが約 5万、約 10%の容量に近似されている[3]. 



ドでの性能向上は得られなかったが、CT 構築フェーズでは性能向上を確認できた。 
分割構造生成処理とフィル処理のシームレスな接続では、具体的には、従来の実装では BCT 構
築が完全に終了してから、BCT の各葉ノードに対する部分行列のフィル処理を行っていたところ、
提案実装ではワーカが BCT の各葉ノードを生成した直後に対応する部分行列のフィル処理を実
行するようにした。Tascell による実装および Laurel 2 の最大 16 ノード×36 ワーカによる性
能評価を行った結果、動的負荷分散を用いない実装と比較して良好なスケーラビリティおよび
最大 1.9 倍の高速化が得られた[4]。 
上記の研究成果のほか、動的負荷分散を用いたＨ行列計算において GPU も活用できるように
することを目標として、Tascell 言語の GPU 対応に向けた開発も進めた。 
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