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研究成果の概要（和文）：対数型美的曲線を相似幾何で考察し，平面曲線の可積分変形に関する形状不変曲線と
しての特徴付けと変分原理による定式化，また，その可積分離散化や空間曲線・曲面版を提案し，可積分構造を
詳細に調べた．曲線の自己アフィン性の観点から，二次曲線を別の美的曲線の族として同定し，等積アフィン幾
何や射影幾何を理論的枠組みとして示唆した．また，離散正則函数による建築のMichell-Prager型トラス構造の
生成法を構築した．与えられた（離散）平面曲線の対数型美的曲線による近似アルゴリズムを構築した．ユーク
リッド幾何における空間（離散）曲線の可積分変形に関する形状不変曲線に対しテータ函数による明示公式を構
成した．

研究成果の概要（英文）：Log-aesthetic curves(LAC) are considered in similarity geometry, 
characterized as shape-invariant curves with respect to integrable deformations of plane curves and 
formulated by the variational principle, and their integrable discretization and space curve and 
surface versions are proposed. The integrable structure is investigated in detail. From the 
viewpoint of the self-affinity of plane curves, we identified quadratic curves as another family of 
aesthetic curves, and suggested equi-affine geometry and projective geometry as  theoretical 
frameworks. We also constructed a method for generating Michell-Prager type truss structures of 
architecture by discrete holomorphic functions. We constructed an algorithm for approximating a 
given (discrete) plane curve by a LAC. We constructed  explicit formulas for shape-invariant curves 
in Euclidean geometry for integrable deformations of spatial (discrete) curves using the theta 
functions.

Translated with www.DeepL.com/Translator (free version)

研究分野： 幾何学的形状生成，離散微分幾何，可積分系
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
工業意匠設計や建築に動機を得て，クライン幾何における曲線論，曲面論を活用した幾何学的形状生成と，そこ
に現れる可積分構造を詳細に調べることで，（離散）微分幾何，可積分系の理論に対する新しい発展の方向性を
与えた．同時に，工業意匠設計分野や建築分野に対して数学を活用した新しい形状設計手法をもたらした．この
ように，産業や社会に関わる問題をドライビングフォースとして，数学の新研究領域を開拓し，元の分野と数学
双方を活性化する「マス・フォア・インダストリ」の一つの典型的な例を提示できたことに意義がある．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
１．研究開始当初の背景 
19 世紀に発達した古典微分幾何学は可積分系の一つの源であり，曲面を記述する非線形偏微分
方程式として可積分系が現れ，その解や変換論が議論された．1970 年代からの可積分系の理論
の進展に伴い，数値計算への応用を当初の目的として離散可積分系の理論が発展した．一方，
1980 年代には平均曲率一定曲面の研究から古典微分幾何と可積分系の関係が再発見され，微分
幾何に大きな成果をもたらした．1990 年代半ばからは離散可積分系と整合した離散曲面論が発
展，「離散微分幾何」として認知されるようになった． 
微分幾何において，与えられた性質をもつ曲面や曲線の族を具体的に構成することは一般には
困難とされ，実解析的手法による難度の高い研究に訴えるしかない．しかし，背後に可積分構造
がある場合，可積分系の手法による曲面・曲線の具体的な構成や変換・変形の定式化が可能で，
厳密で深い結果を得ることができる．したがって，そのような幾何は微分幾何にとって大きな意
味を持ち，可積分（微分）幾何と呼ばれる．離散微分幾何では使用できる解析的な手法が限られ
るため，可積分構造に着目する離散可積分微分幾何の重要性はより顕著であり，離散曲面論は当
初，離散可積分微分幾何の枠組みで創始され，それに触発され一般の離散微分幾何も発達した．
離散化されると数値的なモデル化が先行し，CG などに顕著な応用を持つようになった．曲面上
のベクトル場のホッジ分解の離散化とそれを応用した曲面の構造安定な離散化は典型例である． 
可積分幾何で可積分系の何らかの側面に着目し曲面が定式化・離散化されても，直ちに既存の手
法で組織的に定式化や解析ができるわけではない．従来，可積分系の理論は非線形波動や数理物
理学を主要な動機として発展してきたが，幾何では物理では現れない未開拓の型の方程式}が多
く現れる．さまざまな平均曲率一定曲面を記述する楕円型 sinh-Gordon 方程式や楕円型 cosh-
Gordon 方程式などはその典型である（よく研究されているのは双曲型）．曲面の場合，逆散乱法
や広田の方法のような強力で具体的な手法がまだ十分に開拓されていない．幾何で Riemann-
Hilbert 問題に対応する DPW 法と呼ばれる構成法があるが，超越的な方法で，具体的な構成は
原理的に可能だが非自明である．離散曲面の対応物もまだ十分に発達していない．曲面論だけで
なく，曲線論でも基本事項で不明なことは多い．相似幾何の枠組みで空間曲線の可積分変形を記
述する方程式は modified KdV (mKdV)方程式と Burgers 方程式の結合系である．一般に異なる
階層に属する方程式の結合系は非可積分だが，最近の申請者の研究によると，これは不思議にも
可積分系で，他に先行研究はない．ユークリッド幾何における空間曲線の可積分変形にすら
m$^2$KdV 方程式と称される正体不明の方程式が現れ，相似幾何との関連で重要 性が最近
判明したが，先行研究はほとんどない．可積分系の理論による幾何への貢献が大いに望まれてい
るとともに，クライン幾何における曲面・曲線論が可積分系の理論の新方向を開拓する． 
また，最近 CG，工業意匠設計，建築など幾何を基盤に形状を扱う応用分野で「幾何学的形状生
成」にかかわる多様な課題が注目されている．設計分野では，デザイナーの感性や職人芸に依存
する「美しい」形状の生成や，力学的要因による拘束の下での「望ましい」形状の生成を，高品
質かつ低コストで行う必要がある．これらの分野に共通して，「美しい」「望ましい」形状の特長
を捉えるのに，群作用に対する不変性に着目するクライン幾何の枠組みの有効性が次第にわか
ってきた．特にユークリッド幾何よりも大きな群にかかわるクライン幾何，つまり「粗い」幾何
が有効である．例えば，申請者の研究グループは工業意匠設計における美的要素を備えた形状要
素として有望な「対数型美的曲線」を取り上げ，その理論的基盤としてユークリッド運動群にス
ケール変換を加えた変換群にかかわるクライン幾何である「相似幾何」の枠組みにおける可積分
変形理論が有効であることを最近示した． 
また，建築構造では等積アフィン幾何による曲面論が有望であることが指摘され，建築設計の研
究者が膜構造研究に経験的に導入したエネルギー汎函数がラゲル幾何に属するものであること
などが，申請者たちの予備的研究でわかってきた．このように，応用面からはさまざまなクライ
ン幾何の枠組みでの微分幾何，特に離散可積分幾何の展開が期待されている． 
 
２．研究の目的 
（Ａ）幾何形状を特徴付ける可積分な微分方程式の構造の解明とその可積分離散化． 
（Ｂ）可積分系とクライン幾何を基盤とする曲線・曲面論の開拓． 
（Ｃ）応用分野の問題に動機を得た，離散曲線・曲面の形状生成理論． 
 
３．研究の方法 
(Ａ１)空間曲線の可積分変形やそれらのなす曲面を記述する結合型可積分系の研究． 
相似幾何では空間曲線の可積分変形を 3 階の Burgers 方程式と mKdV 方程式の結合系が記述す
る．通常，異なる階層に属する方程式の結合系は非可積分だが，この方程式は非自明な Bäcklund
変換を持つという意味で可積分で，先行研究はなく，構造の解明は可積分系の理論で極めて興味
深い問題である．同様に他のクライン幾何で結合型曲線変形方程式の構造を解明する． 
 （Ａ２）平均曲率一定(CMC)曲面を記述する楕円型の可積分系の構造の解明と離散化． 
双曲型 sinh-Gordon 方程式は A 型 2次元戸田格子階層の簡約で，可積分離散化も知られている．
一方，CMC 曲面を記述するのは楕円型 sinh-Gordon 方程式や楕円型 cosh-Gordon 方程式などで，
可積分系としてあまり研究されていない．太田の予備的研究によると，楕円型 sinh-Gordon 方程



式は D 型 2次元戸田格子階層}}に属すると見なすのが自然で，その離散化は双曲型と異なる 5点
間の差分方程式である．D 型階層に属する方程式，特に差分方程式は先行研究がほとんどなく，
この結果も未発表である．本研究では楕円型の方程式の研究を幾何に動機を得て追求する． 
（Ｂ１）クライン幾何における平面・空間曲線の可積分変形の理論の構築と離散化． 
対数型美的曲線は，ユークリッド幾何における Euler の弾性曲線の相似幾何類似と見なすこと
ができる．他のクライン幾何でも同様の性質で特徴付けられる「よい」曲線族を構成する．  
（Ｂ２）離散正則函数とその明示公式． 
Circle patterns に基づく可積分な離散正則函数を考察し明示公式を構成する．以前，申請者ら
はBobenkoらによる離散冪函数に対しパンルヴェVI方程式の超幾何¥tau函数による明示公式を
構成した．最近は六角格子上の離散冪函数の研究に着手し，パンルヴェ方程式の多変数拡張のガ
ルニエ系から得られることを示した．この方向を深め，ガルニエ系の超幾何 tau 函数による明示
公式や，同様の成果が期待される離散正則函数の族を研究する． 
(C)弾性曲線，対数型美的曲線などによる与えられた曲線の最適近似理論． 
最近，申請者らは Brander による研究や建築設計から動機を得て，与えられた平面離散曲線の離
散弾性曲線による最適近似手法を開発した．弾性エネルギーによる最適化は不安定で機能しな
いため，弾性曲線のモジュライ上で最適化することでよい手法を得た．同様の最適近似理論を空
間弾性曲線(Kirchoff 弾性棒)や対数型美的曲線などを対象に構築して実装する． 
 
４．研究成果 
(A1) 対数型美的曲線の相似幾何における定式化を構成し，平面曲線の可積分変形に対する形状
不変曲線としての特徴付けと変分原理による特徴付けを与えた．さらに，可積分離散化の手法を
適用して対数型美的曲線の離散化を与え，それが曲率の大きさによって自律的に頂点の密度が
調整される自己適応型離散化になっていることを示した．工学的観点から重要な，両端とそこで
の傾きを与えたときの離散対数型美的曲線の生成法を設計し，離散的であることによる柔軟性
を活用して，変曲点を持つ場合にも対数型美的曲線によるさまざまな形状が生成可能であるこ
とを示した． 
また，相似幾何における空間曲線の可積分変形を記述する方程式の詳細な構造を解明した．上で
は 3 階の Burgers 方程式と mKdV 方程式の結合系と記したが，Burgers 方程式を Cole-Hopf 変換
で線形化した方程式との結合系，すなわち曲線の相似捩率に対する mKdV 方程式と，ポテンシャ
ルに相似捩率を含む曲率半径に対する，シュレディンガー型線形方程式の結合系と見なすのが
適当である．さらに線形方程式は，曲率半径を対称性とする，mKdV 方程式の線形化方程式にほ
かならない．すなわち，相似捩率に対する摂動を考え，mKdV 方程式を一次の摂動で不変にする
方程式を，摂動に対する線形化方程式，線形化方程式の解を対称性とそれぞれ呼ぶが，上のシュ
レディンガー型線形方程式は曲率半径を対称性とする線形化方程式にほかならないというのが
結論であり，従って，自然に mKdV 方程式と整合的で可積分系をなす．より一般に，相似幾何に
おける空間曲線の可積分変形を記述する方程式は，曲線の位置ベクトルに対する両立条件と曲
線のフレネ枠に対する両立条件から得られるが，前者は後者の線形化方程式となっていること
が示され，かつ，後者は mKdV 階層が記述していることが判明した． 
さらに，対称性の構造を用いて曲線の位置ベクトルの枠による明示公式が得られる．すなわち，
通常は捩率や曲率の満たす非線形偏微分方程式を解き，それを係数とする線形偏微分方程式系
を解いて枠を求め，さらに枠から得られる接ベクトルを積分して曲線の位置ベクトルを求める
が，最後の積分が上記の可積分構造を活用して明示的に計算でき，最終的に曲線の位置ベクトル
が積分なしで，枠の線形結合として表示できる公式が従う．これはスペクトル変数に関する対称
性を活用した枠の積分公式として著名な Sym-Tafel の公式の一般化となっている． 
（Ａ２）他の項目に顕著な進展があったため，エフォートを割けずあまり進展がなかった． 
（Ｂ１）対数型美的曲線の他のクライン幾何における類似物としては，平面曲線の可積分変形の
形状不変曲線が一つの候補である．その構成は技術的には比較的容易であるが，そのようにして
作られた曲線族の応用面からの意義付けがなければあまり意味がない．そこで，工業意匠設計分
野で対数型美的曲線の性質として重要視されている「自己アフィン性」に注目した．工業意匠設
計分野での自己アフィン性には 2種類あり，その 1つは，任意の曲線片に曲線の枠に関して任意
のスケール変換を行ったものが，アフィン変換でもとの曲線の別の曲線片に一致するというも
ので，もう 1種類は，曲線片の水平軸，垂直軸に対するスケール変換に関する自己アフィン性で
ある．これらを数学的に厳密に定式化し直し，前者を有する平面曲線は実質的に対数型美的曲線
のみであること，また，後者を有する平面曲線は実質的に放物線のみで，少し仮定を緩めると双
曲線，楕円が得られることを厳密に証明した．これは，自己アフィン性に関して 2種類の「美的
曲線」の族があることを示唆する．前者の自己アフィン性を有する曲線の中に円（相似曲率が 0），
対数らせん（相似曲率が定数）を含み，2次曲線は等積アフィン幾何における定曲率曲線である
ことから，後者の「美的曲線」の背後に等積アフィン幾何があることを強く示唆する結果である．
このことから，美的曲線を定式化する枠組みとして，相似幾何に加えて等積アフィン幾何があり，
それらを統一する枠組みとして射影幾何があり得ることを示唆される．これらの幾何における
「美的曲線」を今後は研究することは重要である． 
（Ｂ２）六角格子上の離散冪函数については離散 KdV 格子の部分格子との関連が判明したほか，
明示公式についてはあまり進展がなかった．しかし，思いもよらない全く新しい成果と展開が建



築の構造物設計に関して見られた．可積分離散指数函数の格子の対角線を取って得られる格子
が，建築設計で力学的合理性をもつトラス構造として古典的な Michell-Prager 型構造になって
おり，そのキーラインが対数型美的曲線の可積分離散化になっていること，さらに，そこにかか
る力がなす格子が形状の格子の離散 Christoffel 変換になっていることが判明した．それを基
盤として立体射影を含むメビウス変換を行うことで力学的合理性をもつ立体的なトラス構造の
組織的な生成法を確立した．これに付随して，純圧縮力で釣り合うトラス構造が離散調和函数で
あることなどが判明しており，離散冪函数を含む可積分正則函数に対する同様の構造物の構成
も含めて，トラス構造設計をドライビングフォースとした可積分離散正則函数や離散調和函数
の研究が創始された． 
（Ｃ）与えられた平面曲線や，3D スキャナなどで得られた（ノイズつきの）点群データを対数
型美的曲線で近似する数理的手法とアルゴリズムを構成し，実際に車の屋根を計測した点群デ
ータを対数型美的曲線で近似することに成功した．空間弾性曲線の基礎的な理解を進めるため，
ユークリッド幾何における（離散）空間曲線の連続/離散変形をテータ函数を用いて，積分なし
で明示的に与える公式を構成した． 
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