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研究成果の概要（和文）：研究期間に得られた成果として，まず正準相関分析における特徴選択について，整数
最適化を用いた特徴選択アルゴリズムを構築した．構築したアルゴリズムは，非凸非線形な整数最適化問題の求
解を含み，汎用の最適化ソルバーでは解くのが困難な問題である．この整数最適化問題に対して新しく分枝限定
法を実装し，既存のソルバーより100倍程度高速に計算が可能になったことを確認した．また，サポートベクタ
ーマシンなどに現れる高次元空間におけるクラス間の重心間距離最大化問題は，指数関数を含む非凸非凹離散最
適化問題であり最適化が非常に困難であったが，この問題に対し線形整数最適化としての定式化を構築すること
に成功した．

研究成果の概要（英文）：In this study, we first developed a feature selection algorithm using 
integer optimization for the feature selection problem in canonical correlation analysis. The 
feature selection problem contains the process of solving nonconvex and nonlinear integer 
optimization problems, which are difficult to handle by an off-the-shelf optimization solver. We 
also implemented a new branch-and-bound method for this integer optimization problem and confirmed 
that the algorithm is about 100 times faster than existing solvers. Next, we proposed a formulation 
for the problem of maximizing the distance between centers between two classes in high-dimensional 
spaces, which appears in support vector machines and other applications. The maximization problem 
has a nonconvex, nonconcave and nonlinear objective function, and is extremely difficult to optimize
 for a general purpose solver. For this maximization problem, we developed an integer linear 
optimization formulation.
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
現象を観察して得られたデータから重回帰分析で回帰モデルを作成する際に、無関係な特徴を削除して必要な特
徴だけを回帰モデルに組み入れることを特徴選択と呼ぶ。特徴選択は変数選択とも言われ、古くから統計学にお
ける課題であったが、近年のデータサイエンスの流行に伴い改めて重要性が指摘されている。本研究では、特徴
選択における二つの重要な問題（正準相関分析における特徴選択問題、高次元空間におけるクラス間の重心間距
離最大化問題）に対して、新しい数理モデル化を提案した。これらの問題はその非線形性から、従来のソフトウ
ェアでは解くのが困難だったが、本研究の提案手法により高速に最適な特徴選択が行えるようになった。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
 
現象を観察して得られたデータから重回帰分析で回帰モデル（回帰式）を作成する際に、無関

係な特徴（説明変数）を削除して必要な特徴だけを回帰モデルに組み入れることを特徴選択と呼

ぶ。特徴選択は変数選択/素性選択とも言われ、古くから統計学における重要な課題であったが、

近年のデータサイエンスの流行に伴い改めて脚光を浴びている。 

 特徴選択の際に問題となるのが、多重共線性である。多重共線性が大きい回帰モデルは、その

原因となっている特徴を取り除くことが必要であるため、多重共線性の判定は重要度が高い手

続きである。回帰モデルの多重共線性の大小を判定するには、主に以下の三種類の指標がある。 

・回帰モデルに含まれる各２つの特徴間の相関係数 

・回帰モデルに含まれる特徴について、その相関係数行列の条件数 

・回帰モデルに含まれる特徴について、その相関係数行列から計算される分散拡大要因(VIF) 

ただしこれまで、情報工学周辺の分野では条件数が、統計学関連の分野では VIF が主に用いら

れており、両指標の関係はほとんど議論されてきていなかった。それにより、回帰モデルによっ

ては条件数では多重共線性があると判断されるが VIF ではされないなど、多重共線性の評価指

標に関する不整合が起きていた。 

 
 
２．研究の目的 
 
本研究では当初、前項のような背景から、多重共線性に関する評価指標の統一を目的としてい

た。この目的は新しい指標の導出という意味だけには限定しておらず、例えば条件数と VIF を

融合した多重共線性の評価アルゴリズムの開発なども含んでいた。 

しかしながら、特徴選択における多重共線性の問題点について研究を進めていくうちに、非凸

非線形な目的関数を持つ特徴選択問題に対する新しいアルゴリズムの構築を目指す方向に研究

方針を転換することとした。当初掲げていた研究目的は、主に線形の回帰分析における特徴選択

および付随する多重共線性を扱うものであったが、線形回帰分析における特徴選択問題より解

くのが困難な、目的関数に非線形性を含むいくつかの特徴選択問題に対して、先行研究より優れ

ている数理モデル化（定式化）の開発に目途がたったためである。 

新しい研究目的として、目的関数に非線形性を含むような、従来の手法では最適化が困難な特

徴選択問題に対し、より高精度な特徴選択アルゴリズムを開発することを狙いとする。特に、申

請者の得意とする、数理最適化の技術を用いた特徴選択アルゴリズムの開発を目指す。数理最適

化はモデル化により計算時間が大幅に異なるという特性があり、いかに計算時間が短くなるモ

デル化を開発できるかが研究の主要なターゲットとなる。 

目的関数に非線形性を含むような特徴選択問題は、これまでは主にヒューリスティックなア

ルゴリズムによって解が求められており、高速に解が得られる反面、その解の質という意味では

保証が得られないことがほとんどであった。数理最適化の技術を用いたアルゴリズムの開発に

成功した場合には、定めた評価規準の下での最適な特徴量が得られることが期待できるため、新

たな研究目的は研究課題として十分に適切と判断した。 
 
 
３．研究の方法 
 

非線形性を含むような特徴選択問題は、目的関数が取り扱い困難な形をしていることが多く、



従来の「素直な」モデル化ではそもそも数理最適化ソルバーで扱えないケースがほとんどである。

このような場合の研究方針として、以下の三点があげられる。 

(1) 厳密な最適化にかえて、高性能なヒューリスティック・アルゴリズムの開発を行う 

(2) 問題の特性を解析し、ソルバーを用いない自前の分枝限定法を実装する 

(3) 数理モデル化を工夫し、非線形性を緩和したもしくは除去した定式化を行う 

 

  方法(1)は現実的に有用ではあるが、これまでの先行研究と方向性が同じため、より優れた成

果を生み出すのは難しいと判断した。したがって本研究では方法(2)もしくは方法(3)によるア

ルゴリズムの開発を主に考える。方法(2)については、どのような特徴選択問題を扱うかによっ

て分枝限定法の性質が異なってくるため、一概に「このような分枝限定法を組む」と前もって具

体的な計画を立てることは難しい。方法(3)については、やはりどの特徴選択問題を扱うかによ

りモデル化の方針が異なってはくるものの、基本的には目的関数の非線形性を（問題の性質を変

えないようにしながら）緩和または除去したモデル化を行い、解きやすい数理最適化問題の形と

しての定式化を目指すこととなる。 

 

 
４．研究成果 

 

  研究期間における主な成果は以下の二点である。 

 

・正準相関分析におけるスパース特徴選択に対する分枝限定法の開発 

  本課題に対しては、まず正準相関分析におけるスパース特徴選択問題を整数最適化問題とし

て定式化した。この整数最適化問題は、一般のソルバーでは解きにくい形をしているため、一般

化固有値問題との関連を導出し、それを繰り返し解くことにより効率的な上下界を算出した。ま

た、アルゴリズムの最適性についても証明を行った。計算機実験の結果、従来の数理最適化ソル

バーを用いた場合より約 100 倍程度高速に解が得られ、また既存手法として頻繁に用いられて

いる L1 正則化法によるヒューリスティクスより質の良い解が得られることを確認した。 

 

・非線形カーネル SVM における特徴選択に対する混合整数線形最適化モデルの開発 

非線形カーネル SVM によるクラス分類では、分類の前処理としてガウスカーネル関数に基づ

く高次元特徴空間における 2 クラス間距離(DBTC)を用いた特徴選択を行う。DBTC を最大化する

特徴選択問題を考えると、目的関数として最大化される DBTC は非線形・非凸・非凹である。こ

のような非線形関数を線形化することは一般には非常に困難であるが、本課題では DBTC を最大

化する特徴選択問題に関して、混合整数線形最適化モデル（定式化）を提案することに成功した。

提案モデルは通常の混合整数線形最適化問題であるため、既存の最適化ソルバーを用いて解く

ことができる。計算機実験の結果として、提案手法は既存手法である線形 SVM に基づく特徴選択

や RFE と呼ばれるヒューリスティクスよりもモデルの予測性能で同等か上回った。特に、データ

のインスタンス数が比較的小さな場合は優位性が高かった。 

 

 上記の二点の特徴選択問題は、いずれも現実的に有用なだけでなく、これまでは経験的な最適

化による特徴選択しか提案されていなかった問題である。本研究ではこれらに対して厳密解を

与える手法を開発できたという点に成果の意義がある。 
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