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研究成果の概要（和文）：定数段数回路における下界証明技法の開発およびそれを用いた充足可能性判定アルゴ
リズムの設計を目標とした。新たな下界証明技法を開発することはできなかったが、特定の形をした3段回路の
充足可能性判定問題を全探索よりも指数的に高速に解くアルゴリズムを示した。また、幅2分岐プログラムにお
ける充足可能性問題が、分岐プログラムのサイズが線形サイズであれば全探索よりも指数的に高速に解くことを
示した。

研究成果の概要（英文）：We aimed to develop techniques for proving lower bounds on constant depth 
circuits and design an exact satisfiability algorithm using these techniques.
We could not achieve the first aim, but we designed a satisfiability algorithm for some structured 
depth-3 circuits faster than the exhaustive search.
We also showed that the satisfiability of linear-sized width-2 branching programs is solvable in 
moderately exponential time.

研究分野： 理論計算機科学

キーワード： Satisfiability　Bounded Width　Branching Program　Depth-3 Circuit

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
3段回路の充足可能性問題は線形サイズであれば、全探索よりも指数的に高速に解くことができることは知られ
ているが、サイズの制限なしに同様のアルゴリズムが設計できるかは未だ知られていない。強指数時間仮説によ
り、そのようなアルゴリズムは2段回路であっても、存在しないと予想されているが、特定の性質を持っていれ
ば、3段回路でも高速なアルゴリズム設計が可能であることを明らかにした。本研究成果は、未解決問題が多く
存在する3段論理回路の理解を深めることに役立つと考えられる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
理論計算機科学分野における計算量理論分野にはいくつもの未解決問題が存在する。 
その最も代表的なものが、P 対 NP 問題である。この問題は簡単に言うと、「与えられた問題の
解を多項式時間で発見すること」と「与えられた解がその問題の真の解であると多項式時間で判
定すること」のどちらが難しいのか、を問うている。また、P 対 NP 問題はクレイ数学研究所に
より、リーマン予想など 7 つの問題と共にミレニアム懸賞金問題に指定されている。 
計算量理論分野では、このように「問題（論理関数）の難しさを分類すること」を 1 つの目標と
している。ある特定の関数が、与えられた計算資源で計算できるかどうかを解明することは非常
に重要である。 
 
例えば、多数決関数（入力の 1 の数が入力の 0 の数以上の時に 1、それ以外に 0 を出力する関
数）は入力制限のない AND、OR、単入力の NOT 素子、入力制限のない MAJ 素子（入力の 1
の数が入力の 0 の数以上の時に 1、それ以外に 0 を出力する素子）を使用した回路では簡単に計
算可能である。しかし、入力制限のない AND、OR、単入力の NOT 素子だけでは多項式サイズ
の回路では計算できないことが知られており、この回路に入力制限のない MOD2 素子（入力の
1 の数の合計が 2 の倍数であれば 0、それ以外は 1 を出力する素子）を追加した回路でも多項式
サイズで計算できないことが知られている。しかし、MOD6 素子（入力の 1 の数の合計が 6 の
倍数であれば 0、それ以外は 1 を出力する素子）を追加したときに多項式サイズの回路で計算可
能かどうかは未だ知られていない。 
 
回路計算量における計算限界導出技法は、対象となる論理回路の充足可能性問題に対する厳密
アルゴリズムの構築にも重要な役割を果たし、論理回路の充足可能性問題に対する厳密アルゴ
リズムの設計技法が計算限界導出技法につながる。論理回路の充足可能性問題とは、与えられた
論理回路の出力が 1 となる入力変数への 0/1 割当が存在するかどうかを判定する決定問題であ
る。これは有名な NP 完全問題であり、入力変数に全ての 0/1 割当を試す全探索アルゴリズムで
解くことができる。これまで様々な論理回路のクラスにおいて、非自明な充足可能性判定アルゴ
リズムが構築され、それらの回路クラスにおける計算限界が示された。これらの結果の多くは、
その回路クラスにおける計算限界導出技法を用いてアルゴリズムを設計している。 
しかし、計算限界導出技法が確立されていない回路クラスでは、ほとんど非自明な充足可能性判
定アルゴリズムは構築されていない。 
 
２．研究の目的 
 
本研究では、前述の学術的背景に基づき、回路計算量の計算限界導出技法の開発と、それを利用
した非自明な SAT アルゴリズムの構築に取り組む。  
 
① 回路計算量の計算限界導出技法の創出： 

 
これまでの定数段数回路の計算限界導出は、理論計算機科学分野では様々な技法が日々創
出されているにも関わらず、1980 年代の技法およびその拡張によるところが多い。これら
の技法にとらわれない新たな技法の創出を目標とする。これまでの技法の拡張により、新
たな計算限界を示すことは可能であるかもしれないが、大きなブレイクスルーとなること
はないと考える。計算量理論分野の研究ステージを前進させるためには、新たな計算限界
導出手法が必要であり、一刻も早く、その足がかりとなる技法を創出することが必要であ
る。 
 

② 非自明な充足可能性判定アルゴリズムの構築による計算限界導出 
 
R. Williams による、非自明な充足可能性判定アルゴリズムの構築による計算限界導出技法
を無視することはできない。この手法で計算量クラスの分離までは達成していなくても、
ある特定の回路の計算限界を示している研究結果は多い。本研究では、ある特定のクラス
の論理関数を計算する計算モデルにおける充足可能性判定問題に対して、全探索よりも真
に高速なアルゴリズムを設計し、計算限界の導出につなげることを目標とする。 

 
 
 
 
 
 



３．研究の方法 
 
本研究は理論研究を中心であったため、まずは様々な文献の調査から始め、最新のアルゴリズム
設計技法や解析手法等の習得をおこない、その上で研究目的に沿った内容について研究を実施
した。適宜、分担者と各技法や結果について議論を行いながら進めていった。 
Covid-19 での制限も徐々に緩まったため、学会への参加により最新の研究の知見をえて、対面
による共同研究者との議論によって研究を進めていった。 
 
４．研究成果 
 
研究目的の ① では論文につながるような結果は得られなかったが、② については下記の 2 つ
の結果が得られた。 ① は既に査読付き雑誌論文に投稿し、採録された。② は現在、国際会議
に論文投稿中である。 
 
① 線形サイズ幅 2 分岐プログラムに対する全探索より指数的に高速な充足可能性判定アルゴ

リズムの設計 
 
分岐プログラムのうち、根から同じ距離にあるノード数が高々2 であるものを幅 2 分岐プ
ログラムという。幅 2 分岐プログラムは和積標準形論理式よりも表現能力が強く、多項式
サイズの和積標準形論理式で表現できないパリティ関数を線形サイズで表現することがで
きる。この線形サイズの幅 2 分岐プログラム上の充足可能性問題に対して、全探索よりも
指数的に高速なアルゴリズムを設計した。 
 

② 3 段回路に制約をつけた充足可能性問題に対する全探索より指数的に高速な充足可能性判
定アルゴリズムの設計 

 
Horn 式（和積標準形論理式の各節に肯定リテラルが高々1 回しか現れない式）の充足解の
うち、極小解を見つけるには特殊な 3 段回路の充足可能性判定問題を解く必要がある。こ
の問題に対し、非常に単純かつ全探索より指数的に高速な充足可能性判定問題を解くアル
ゴリズムを設計した。 
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