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研究成果の概要（和文）：相分離現象を記述するCahn-Hilliard方程式に対し、Liu-Wu による力学的境界条件を
課したモデルに対する数値アルゴリズムの結果を得た。Liu-Wuモデルは、領域内部と境界上の積分量がそれぞれ
で保存するという特徴的な保存則ならびに領域内部のエネルギーと境界のエネルギーの和が減衰するという総エ
ネルギー散逸則を持つが、これらの構造を全て離散的に再現する構造保存数値スキームを構成し、また、その可
解性について論じた。

研究成果の概要（英文）：We obtained results of a numerical scheme for the Cahn-Hilliard equation 
describing phase separation phenomena with the dynamical boundary condition by Liu and Wu, which has
 a characteristic conservation law that the integrals inside the domain and on the boundary are 
conserved, and a total energy dissipation law that the sum of the energy inside the domain and the 
energy on the boundary decays. We constructed a structure-preserving numerical scheme that retained 
all these structures discretely and discussed the solvability of the scheme.

研究分野： 数値解析

キーワード： 数値解析　構造保存数値解法　Cahn-Hilliard方程式　力学的境界条件
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究では、構造保存数値解法の一つである、離散変分導関数法に基づいて、構造保存スキームを構成している
が、一般に離散変分導関数法では、その構造保存スキームが再現する構造は一つである。それに対し、本研究
は、領域内部の構造と境界の構造の両方を厳密に再現する構造保存スキームを構成しており、より優れた数値ス
キームであることが期待される。また、離散変分導関数法は、同じ数理構造を持っていれば、個々の方程式に依
らず幅広く適用可能であるという汎用性があり、今回開発した手法はそれに基づいているため、境界上で保存則
を持つ他の問題に対しても適用可能であると考えられ、他の力学的境界条件下のモデルへの応用も期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

 
 偏微分方程式の初期値境界値問題において、力学的境界条件を課した問題が注目されてお

り、研究開始当初、ヨーロッパの研究チームを中心に、この境界条件下での様々な偏微分方程

式についての研究が盛んに行われていた。力学的境界条件は領域内部と境界の相互作用を表現

するために導入された境界条件で、境界上でも力学系を考慮している。従来の境界条件と異な

り、領域内部の力学系と同時に境界上でも同種、あるいは異種の力学系を考えることができる

力学的境界条件は、境界上の外力を制御し、直接制御不可能な領域内部の理想状態を実現する

最適制御問題に応用されるなど、工学への応用に重要な意味を持つ。 

 Cahn–Hilliard方程式系では2019年にLiu–Wuにより、境界上でもCahn–Hilliard方程式を考慮

する、新しい力学的境界条件下のモデルが導出された。このモデルでは、領域内部と境界のそ

れぞれで質量保存則が成り立つとともに、総エネルギー散逸則も成り立つ。このような構造は

数値計算においても重要な意味を持ち、構造を離散的に再現することで、安定な計算が可能に

なるなどの恩恵がある。Liu–Wuモデルに対し、有限要素法による結果や線形陰的な差分スキー

ムの結果が得られていたが、前者のスキームでは、領域内部の保存則と境界の保存則を離散的

に再現しているが、連続系におけるエネルギー等式を不等式で再現することで、離散総エネル

ギー散逸則を実現していた。後者の線形陰的スキームも構造保存スキームとなっているが、そ

のスキームには元々の方程式には本来現れない項があり、その項の影響により、条件付きで離

散総エネルギー散逸則を実現していた。また、そのスキームでは、時間に関して一次の精度し

か得られておらず、改善の余地があった。 
 
２．研究の目的 
 

本研究では、空間二次元のLiu–Wuモデルに対し、このモデルが持つ領域内部と境界の保存則

および総エネルギー散逸則を保存する、離散変分導関数法に基づく構造保存スキームを構成

し、可能であれば線形陰的の構造保存スキームも構成することを目的とする。離散変分導関

数法は、同じ数理構造を持っていれば、個々の方程式に依らず幅広く適用可能であるという汎

用性があり、今回構成するスキームはそれに基づいているため、境界上で保存則を持つ他の問

題に対しても適用可能であると考えられ、他の力学的境界条件下の問題への応用もねらいとす

る。そして、構成した構造保存スキームの解のL∞-有界性、可解性、誤差評価といった理論解

析の結果を得ることも研究目的とする。 

 
 
３．研究の方法 
 
多次元空間の任意格子での離散微積分は一般に、離散変分導関数法において重要な Gauss–

Green 則を満たさないという難しさがある。直交格子の場合、空間方向の作用素を一次元の作用
素に分解できるため、我々がこれまでに開発した空間一次元の構造保存スキーム構成法を容易
に空間多次元の場合に拡張できる。そこで、そのスキーム構成法を用い、Liu–Wu モデルに対す
る構造保存スキームを構成する。 
空間一次元の場合、離散変分導関数法スキームの解の L∞-有界性は、離散 L∞-ノルムを離散

H1-ノルムで評価する形式の離散 Sobolev の不等式を通じて得られるが、この不等式には空間次
元数が陽に含まれるため、空間多次元の場合には同様の手法で証明することが困難である。そこ
で、2016 年の Guo らによる、ある差分スキームに対する解の L∞-有界性の証明と同様にして、
離散 L∞-ノルムを離散 H2-ノルムで評価する形式の離散 Sobolev の不等式を用い、解の L∞-有
界性を証明する。そして、その性質を用いて、エネルギー法に基づいて可解性や誤差評価の証明



も与える。 
 

４．研究成果 
 
本研究では、Liu-Wu による力学的境界条件を課した Cahn-Hilliard 方程式に対して、境界での

変分計算も行うことで適切な離散境界条件を導出し、離散変分導関数法に基づく構造保存スキ
ームを空間二次元で直交格子の場合に構成した。なお、Liu-Wu モデルが持つ特徴的な保存則な
らびに総エネルギー散逸則の両方を、構成した構造保存スキームは離散的に再現している。スキ
ームの解の有界性について、領域内部における離散 H1-ノルムの評価および境界での解の L∞-
有界性は得られたものの、非線形項の評価が難しく、領域内部における離散 H2-ノルムの評価を
得るまでには至らなかった。そこで、スキームの可解性については、離散ソボレフ空間 H1 での
議論を行うことにした。可解性について、Banach の不動点定理による証明アプローチでは、そ
の不動点定理を適用する、スキームから構成される写像が well-defined であることとその写像
の縮小性の証明が必要となる。本研究では、時間分割幅と空間分割幅の両方に依存する条件では
あるが、不動点定理を適用する写像が縮小写像であるための十分条件を与えることができた。
well-defined であることの証明は今後の課題となる。また、本研究では数値計算の計算コスト
の削減に向けて、空間一次元の比較的単純な、線形の力学的境界条件下の Cahn-Hilliard 方程式
に対し、線形の構造保存スキームや、スタッガード格子を用いて空間の分点の数を減らした構造
保存スキームも構成し、その可解性について論じた。 
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