
東京大学・カブリ数物連携宇宙研究機構・特任研究員

科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

１２６０１

研究活動スタート支援

2022～2021

量子幾何学的Langlands予想とW代数の新展開

Quantum geometric Langlands conjectures and New development in W-algebras

００９０９２０２研究者番号：

元良　直輝（Genra, Naoki）

研究期間：

２１Ｋ２０３１７

年 月 日現在  ５   ５ ３１

円     2,400,000

研究成果の概要（和文）：アファインLie代数やW代数の表現論への応用を視野に置いたW代数の構造に関する
様々な結果を得た．中でもDrazen Adamovic氏とThoams Creutzig氏との共同研究により得た，アファインsl3の
relaxed moduleをBershadosky-Polyakov代数から構成する逆還元法の開発は，W代数の表現論とアファインLie代
数の表現論のより深い関係性を示唆することになり，大きなインパクトを与えた．これを受けてThibault 
Juillard氏と行った段階的還元法の結果は，W代数と量子幾何学的Langlands予想との関係性に新たな予想を生み
出した．

研究成果の概要（英文）：We have obtained several results on representation theories of affine Lie 
algebras and W-algebras. In particular, the joint work with Drazen Adamovic and Thomas Creutzig on 
the invese Hamiltonian reduction of Bereshadosky-Polyakov algebras to affine sl3 algebras implies 
certain relationships between representation theories of affine Lie algebras and W-algebras. Based 
on the relation, with Thibault Juillard we showed that W-algebras are obtained by Hamiltonian 
reductions of suitable W-algebras, which suggests conjectual relationship between quantum geometric 
Langlands and W-algebras.

研究分野：表現論
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研究成果の学術的意義や社会的意義
W代数の研究は一部の特別なクラスを除いて進展途中であるにも関わらず，理論物理の発展により様々な予想が
生まれ，量子幾何学的Langlands予想のような数学的にも重要な様々な問題と結びついている．本研究結果はW代
数の表現論とアファインLie代数や量子幾何学的Langlands予想との関係性をより深く具体的に明らかにするもの
であり，今後の数理物理全体において重要な意義を持つものだと考えられる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
超弦理論における対称性を反映するモデルに二次元共形場理論があるが，その数学的定式化の
一つとして頂点代数がある．頂点代数はアファイン Lie 代数などの無限次元代数の表現論や可
積分系をはじめとして，有限群論や保型形式，組み合わせ論や代数幾何まで関連することがわか
っている．中でもW代数は，理論物理の文脈で最もよく現れる重要な頂点代数のクラスの一つ
である．W代数は Virasoro代数の自然な一般化と考えられており，代表的なスーパーコンフォ
ーマル代数を例として含みながら，Virasoro 代数の表現論における様々な数学的性質（極小系
列の存在，指標のモジュラー性，S 行列に関する Verlinde 公式など）を引き継いでいると予想
されている．さらに，W 代数は巾零軌道の理論や量子幾何学，ゲージ理論や量子幾何学的
Langlnadsプログラムとの関連まで明らかになっており，数学と理論物理の両方から注目され，
その重要性が加速度的に高まっている．一方で，W 代数の構造は複雑で特別な場合にしか取り
扱われてこなかったほど解析が困難だったが，近年応募者のスクリーニング作用素による構成
による研究等から，W代数の構造・表現論は急速に進展中であった． 
 
２．研究の目的 
 
本研究課題ではこの流れを加速させるとともに，近年の N=2 の超対称性四次元ゲージ理論にお

ける S 双対性によって生じた W 代数の表現論に関する予想の解析やアファイン Lie 代数への応

用，さらには量子幾何学的 Langlands プログラムなどの様々な応用を視野に置いた W 代数の構

造・表現論を展開する． 

 
３．研究の方法 
 
本研究は頂点代数，群論，表現論，代数幾何学，幾何学的表現論，保型形式，場の量子論と様々
な分野にまたがっているため，研究遂行には RIMS の荒川知幸先生やアルバータ大学の Thomas 
Creutzig 先生をはじめとした多くの研究者との交流が不可欠である．そのため，共同研究者と
の議論や打ち合わせ，国内外を問わず各分野の専門家の招聘，そして研究集会などでの情報収集
を行った． 
 
 
４．研究成果 
 
アファイン Lie 代数や W 代数の表現論，そして量子幾何学的 Langlands 予想との関係性への応
用を示唆する様々な結果を得た．これらの結果は，Drazen Adamovic，Thomas Creutzig，Andrew 
Linshaw，Thibault Juillard 等との共著の論文として掲載が決定しているか，その他のものも
インターネット上で公開されている．中でも Drazen Adamovic 氏と Thomas Creutzig 氏との共
同研究（Mathematische Annalen から出版予定）により得た，アファイン sl3 の relaxed module
を Bershadosky-Polyakov 代数から構成する逆還元法の開発は，W代数の表現論とアファイン Lie
代数の表現論のより深い関係性を示唆することになり，大きなインパクトを与えた．これを受け
て Thibault Juillard 氏と行った段階的還元法の結果は，W代数と量子幾何学的 Langlands 予想
との関係性に新たな予想を生み出した．以下では具体的な成果について記述する． 
 
(1) アファイン sl3 の逆還元法の開発 
Drazen Adamovic 氏と Thomas Creutzig 氏との共同研究。アファイン sl3 を Bershadosky-
Polyakov 代数と自由場によって生成される頂点代数とのテンソル積へ埋め込むことで，
Bershadosky-Polyakov 代数の表現からアファイン sl3 の表現を構成する方法を確立した．
これは共同研究者である Drazen Adamovic 氏の sl2 の場合の結果の一般化であり，応募者
らの結果はさらなる一般化の存在を示唆させることになった．またこの構成法から得られ
るアファイン sl3 の表現は relazed module と呼ばれるものであり，これは対数的共形場理
論において標準的対象になると考えられており，その解析にも重要な結果を与えたことに
なる． 

(2) アファイン osp(1|2n)の最高ウェイト圏の解析 
Andrew Linshaw 氏と Thomas Creuztig 氏との共同研究。アファイン osp(1|2n)のアファイ
ン sp(2n)によるコセットが BC 型の主 W代数になることを証明した．これによって，アファ
イン osp(1|2n)がアファイン sp(2n)と BC 型の主 W代数のテンソル積の表現としての拡大に
なっていることがわかる．特にレベルが Kac-Wakimoto の意味での許容レベルであるとき，



アファイン osp(1|2n)の最高ウェイト圏は半単純かつ剛性をもち，さらに単純対象は同型に
よる違いを除いて有限個しかないことを証明した．これによってアファイン sp(2n)の最高
ウェイト圏も剛性をもつことが証明される． 

(3) Osp(1|2n)の有限 W代数と ghost center との同型 
Osp(1|2n)に付随する主 W 代数の表現はその Zhu 代数によってコントロールされ，それは
DeSole-Kac によって有限 W代数となることが知られていた．応募者は osp(1|2n)の有限 W代
数が Maria Gorelik によって導入された ghost center と同型であることを証明した．特に
ghost center の既約表現を分類することにより，Osp(1|2n)に付随する主 W代数の正次数付
けされる既約表現の分類に成功した． 

(4) W 代数の段階的還元法 
Thibault Juillard 氏との共同研究．W代数と逆還元法の関係性から W代数自体が異なる W
代数の量子 Hamiltonian 還元によって得られることが予想されていた．この予想を古典的
な場合（Slodowy 断片）と量子的な場合（有限 W代数）で証明し，W代数の場合でも予想を
与えることに成功した．特に有限 W 代数の場合の結果から，有限 W 代数の有限生成加群の
圏と異なる有限 W 代数の Whittaker 加群のなす圏の間の圏同値を得ることができた（段階
的 Skyryabin 同値）．W代数の表現の場合に適用すると，異なる指標に関するアファイン Lie
代数の表現圏の間の関係性を与えるという点から，量子幾何学的 Langlands 予想との関係
性が示唆された． 
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