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研究成果の概要（和文）：砂粒や、穀物、ビー玉、M&Mキャンディー等の、マクロな構成粒子からなる粒の集ま
りを粉体と呼ぶ。粉体を圧縮していくと、ある密度で突然、有限の剛性を持ち固体のように振る舞い始める。こ
れがジャミング転移と呼ばれる現象である。ジャミング転移は、粉体系を圧縮した際に普遍的に見られる現象で
あり、非平衡系における相転移の代表例として広く注目を集めている。ジャミング転移点近傍では、圧力や剛性
率などがベキ的な振る舞いを示し、転移点直上では相関長や緩和時間が発散することが知られている。我々は、
これらのジャミング転移の臨界的な側面に関する理解を深めるため、数値シミュレーションと平均場理論を用い
て研究を行った。

研究成果の概要（英文）：A collection of macro particles, such as sands, grains, M&M candies, and so 
on, is referred to as a granular material. When a granular material is compressed, at a certain 
density, it suddenly begins to exhibit finite rigidity and behaves like a solid. This is the 
so-called jamming transition. The jamming transition is a universal phenomenon observed when 
granular systems are compressed, and it has been attracting a lot of attention as a representative 
example of phase transitions in non-equilibrium systems consisting of macroscopic particles. Near 
the jamming transition point, several physical quantities, such as pressure and stiffness, show 
power-law behavior, and at the transition point, correlation lengths and relaxation times diverge. 
In this work, we performed numerical simulation and mean-field calculations to deepen our 
understanding of these critical aspects of the jamming transition.
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
砂や、穀物を始めとして、我々の身の回りには、数多くの粉体が存在する。ジャミング転移は、この粉体を圧縮
していった際に見られる普遍的な現象であり、粉体の粘弾性を理解する上で重要な役割を果たすことが期待され
る。また、粉体の流動化という点において、ジャミング転移は、雪崩や地震等とも類似した現象であり、これら
の現象を理解する礎になる可能性がある。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
砂粒や、穀物、ビー玉等の、短距離相互作用するマクロな粒子の集まりを粉体と呼ぶ。密度の小

さな粉体は流体的に振る舞うが、圧縮していくと、ある密度で突然固体のように振る舞い始める。

これがジャミング転移と呼ばれる現象である。ジャミング転移は、粉体のレオロジーを理解する

上で重要であるだけでなく、非平衡系における相転移の代表例として、統計物理学の分野でも活

発に研究されている。 

 ジャミング転移を示す最も簡単な模型は、摩擦が無い球形粒子からなる系である。近年、ノー

ベル賞受賞者である G. Parisi氏とその共同研究者によって、摩擦が無い球形粒子のジャミング

転移についての平均場理論が確立された。驚くべきことに、平均場理論によって計算される臨界

指数は、三次元の数値シミュレーションや、実験で観測される値と誤差の範囲で厳密に一致する

ことが報告された。 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は、G. Parisi氏等の平均場理論をもとに、ジャミング転移についての物理的理解

を押し進めることである。具体的には、以下の４つの研究を行った。 
 
(1) 二点相関関数に関わる臨界指数の決定：イジング模型などの臨界点では、２点相関関数がベ

キ的な振る舞いを示す。このベキの値は、臨界指数と呼ばれ、系の対称性や次元にのみ依存し、

系の微視的詳細には依存しない普遍的な値を取ることから、臨界現象を理解し分類するために

重要な役割を果たしてきた。興味深いことに、先行研究で、ジャミング転移においても、転移点

直上における２点の密度相関関数がベキな振る舞いを示すことが報告されていた。しかしなが

ら、関連する臨界指数の具体的な値については、小規模なシミュレーションの結果があるのみで、

有限サイズ効果を含めた系統的な研究は行われて来なかった。本研究では、大規模数値シミュレ

ーションによって、ジャミング転移点直上における２点相関関数に関する臨界指数を正確に計

算した。 

 

(2) 非球形粒子のジャミング転移：ジャミング転移を示す最も簡単な模型は、摩擦が無い球形粒

子からなる系である。この系については、これまで、平均場理論や数値シミュレーションによる

数多くの研究が行われきた。一方で、現実の粉体は、当然完全な球ではなく、より複雑な形状を

持っている。このような非球形粒子でも、球形粒子と同じ臨界的な振る舞いがみられるのだろう

か？我々は、この疑問を数値シミュレーションによって検討した。 

 

(3) ジャミング転移点近傍での振動状態密度：低温の固体の物性を特徴づける上で、重要な物理

量の１つは、振動状態密度である。完全な結晶では、低周波数の振動モードは、フォノンであり、

したがって、振動状態密度は、デバイ則に従う。一方で、ジャミングした系のようなアモルファ

ス固体では、低周波数で、多数の非フォノンモードが励起することが報告されている。これらの

非フォノンモードによって、振動状態密度に表れるピークは、ボゾンピークと呼ばれ、アモルフ

ァス固体の物性を理解する上で重要な役割を果たすことが期待されている。特にジャミング転

移点近傍では、振動状態密度に、プラトー領域が表れることが知られており、これが、転移点近

傍における剛性率や緩和時間等を支配すると考えられている。 

 したがって、振動状態密度を理論的に正確に計算することは、ジャミング転移を記述する理論



を構築する上で、必要不可欠な重要なステップである。本研究では、摩擦が無い球形粒子からな

る系のジャミング転移点近傍における振動状態密度を第一原理的に計算し、数値シミュレーシ

ョンの結果と比較した。 

 

(4) ジャミング転移点近傍でのゆらぎ：イジング模型などの臨界点に近づいていくと、物理量の

ゆらぎの相関長が増大し、転移点直上では、ゆらぎが発散することが知られている。むしろ、ゆ

らぎの発散こそが臨界現象を特徴づけると言っても過言でない。一方で、ジャミング転移の場合

には、これまで、物理量の平均値が示す臨界的な振る舞いについては、数多くの研究が行われて

きたものの、そのゆらぎについての系統的な研究はほとんど行われて来なかった。本研究では、

数値シミュレーションによって、ジャミング転移近傍における、物理量のゆらぎの定性的・定量

的な振る舞いを明らかにした。 
 
３．研究の方法 
(1) 二点相関関数に関わる臨界指数の決定：本研究では、数値シミュレーションによって、臨界

指数の計算を行う。臨界指数を数値的に精度良く調べるための方法の１つは、有限サイズスケー

リングを行うことである。ジャミング転移においては、剛性率や圧力などの物理量の平均値につ

いての有限サイズスケーリングは、すでに、確立されている。しかし、今興味がある、２点相関

関数については、どのように有限サイズスケーリングを行うべきか明らかになっていなかった。

本研究では、まず、ジャミング転移の平均場理論を用いて、転移点近傍で、２点相関関数が満た

すべきスケーリング則を導いた。その後、そのスケーリング則に基づいて、数値シミュレーショ

ンの結果を解析し、臨界指数を決定した。 

 

(2) 非球形粒子のジャミング転移：非球形粒子としては、楕円体や、立方体を始めとして無数の

形状を考えることが出来る。従って、それら全ての形について系統的な数値シミュレーションを

行うのは現実的では無い。この問題を解決するために、我々は、粒子の形が球に近い場合に限定

して数値シミュレーションを行うことにした。この場合には、粒子の形を完全な球から接道展開

し、結果をフーリエ級数を用いて表すことが出来る。フーリエ展開して現れた係数を系統的に変

化させることで、粒子形状が球からずれることによる影響を系統的に調べることが可能になる。 

 

(3) ジャミング転移点近傍での振動状態密度：振動状態密度を計算するためには、相互作用ポテ

ンシャルの二回微分から定義されるヘシアン行列を対角化し固有値を求める必要がある。この

ために、我々は、ヘシアン行列をランダム行列を用いて近似する手法を提案した。この手法を用

いると、固有値分布と、さらに、転移点近傍における、粒子間の接触数を第一原理的に計算する

ことが可能になる。 

 

(4) ジャミング転移点近傍でのゆらぎ：粉体などのマクロな構成粒子からなる系は、熱ゆらぎの

影響が無視できる、絶対零度の系である。そのため、物理量のゆらぎをどのように定義するかは

非自明な問題である。そこで、我々は、異なる初期条件から出発し、絶対零度に急冷することで

多数のサンプルを用意し、そのサンプル間の物理量の分散を測定することにした。また、コント

ロールパラメーターとしては、数値シミュレーションで良く用いられる密度に加えて、より実験

の設定に近い圧力も用いて、計算を行った。 
 
４．研究成果 



(1) 二点相関関数に関わる臨界指数の決定：大規模数値シミュレーションによって、ジャミング

移転における二点相関関数を計算し、関連する臨界指数を決定した。３次元では、臨界指数の値

は、平均場理論が予想する値と一致した。一方で、２次元では、平均場理論の予想に対数補正が

表れることが明らかになった。この結果は、ジャミング転移における、上部臨界次元が、２次元

であることを強く示唆している。 

 

(2) 非球形粒子のジャミング転移：二次元の数値シミュレーションの結果、粒子の形が球からわ

ずかにでもずれると、球形粒子とは定性的に異なる振る舞いが観測された。特に、非球形粒子の

場合には、２点相関関数は、ジャミング転移点でも、ベキ的な振る舞いを示さないことが明らか

になった。これらの結果は、我々が以前発展させた、非球形粒子のジャミング転移の平均場理論

と整合することが分かった。 

 

(3) ジャミング転移点近傍での振動状態密度：摩擦が無い球形粒子の場合に、転移点近傍におけ

る、振動状態密度を理論的に計算した。得られた結果は、先行研究の数値シミュレーションによ

る結果と、定量的に一致することが分かった。また、理論とシミュレーションの一致は、空間次

元を上げるほど改善されることが分かった。この結果は、我々の理論が平均場極限に対応する、

高次元極限で厳密になることを示唆している。 

 

(4) ジャミング転移点近傍でのゆらぎ：二次元の摩擦が無い球形粒子についての数値シミュレー

ションにおいて、転移点近傍における物理量のゆらぎを測定した。その結果、圧力をコントロー

ルした場合には、ゆらぎが発散しないのに対して、密度をコントロールした場合には、ゆらぎが

発散することが分かった。つまり、コントロールパラメーターに依存して、ゆらぎの振る舞いが、

定性的に変化してしまうのである。また、ゆらぎの有限サイズスケーリングから、ゆらぎの相関

長を計算した。この相関長に関連する臨界指数は、平均場の相関長を支配する臨界指数よりも大

きな値を取ることが明らかになった。これらの結果は、これまでのジャミング転移の平均場理論

では、説明することができない新規な現象であり、今後の理論を構築していく上で重要な知見を

与えるものと考えている。 
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