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研究成果の概要（和文）：グラフ上の合意モデルと呼ばれる確率過程をコミュニティ検出に応用できないかを理
論的に研究した。具体的には、コミュニティ検出のベンチマークとしてしばし用いられる確率的ブロックモデル
と呼ばれるランダムグラフ上でのk-Majorityと呼ばれるプロトコルの振る舞いを調べた。合意モデルの文脈では
完全グラフという非常に単純なグラフ上での振る舞いの解析がほとんどであるが、それよりも複雑なグラフでの
解析が部分的に進展した。本研究では、特定の状況下でのk-Majorityの性能を示した。また、コミュニティ検出
と深い関わりがある埋め込みクリーク問題と呼ばれる問題に対して計算量下界の改善を得た。

研究成果の概要（英文）：In this project, I studied the possibility of applying a stochastic process 
called the voting process on a graph to community detection from a theoretical point of view. 
Specifically, I investigated the behavior of a protocol called k-Majority on a random graph known as
 the stochastic block model, which is often used as a benchmark for community detection. The 
performance of the protocol varies depending on the value of parameter k, and I demonstrated that in
 certain situations, a larger value of k can improve the performance of community detection. 
Furthermore, I obtained improvements in computational lower bounds for the embedding clique problem,
 which is closely related to community detection.

研究分野：理論計算機科学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究はグラフ上の確率過程の解析とランダムグラフの計算複雑性という二つの成果を得た。前者の成果は、こ
れまで完全グラフ上での振る舞いしかよく分かっていなかった合意モデルの振る舞いを、より複雑な確率的ブロ
ックモデル上で解析することを可能にした。後者の成果はコミュニティ検出に関係のある埋め込みクリーク問題
に対して、困難性の増幅と呼ばれる結果を示すことに成功した。この結果を得るにあたって新たに提案した枠組
みはより幅広いクラスの問題に対して適用することが可能であり、理論計算機科学において非常に重要な意義を
持つ。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

 
ランダムウォークなどをはじめとしたグラフ上の確率過程やそれに基づくアルゴリズムは、
分散計算やネットワーク解析などにしばし応用される実用的な研究対象である。特にその理論
解析はアルゴリズムの性能保証に直結する重要な課題となる。本研究の目的は、合意モデルとい
う確率過程を用いてコミュニティ検出を行うアルゴリズムを与えられないかを明らかにするこ
とである。 
合意モデルとは各頂点が意見と呼ばれる離散的な値(例えば 0 と 1)を保持したグラフを考え、
各頂点は何かしらのプロトコルに基づいて隣接頂点の意見に応じて自身の意見を確率的に更新
していき、最終的に全頂点が同じ意見を持つ（合意）状態に至ることを目標とする。考えるプロ
トコルに応じて合意に至る早さ(合意時間)が決まる。合意モデルに関する既存研究のほとんどは、
完全グラフといった、単一の蜜なコミュニティからなるグラフ上での合意モデルの振る舞いを
解析し、その合意時間が高速であることを証明していた。しかしながらより複雑な形状を持った
グラフ上での合意モデルの振る舞いはほとんど分かっていなかった。 
複数のコミュニティを持つグラフ上での合意モデルを考えると、直感的には各コミュニティ
内で頂点がそれぞれ同じ意見を持つ。したがってその意見がコミュニティ間で異なっていれば、
そのグラフのコミュニティ構造を抽出できることが期待される。 
 
 
２．研究の目的 

 
本研究は合意モデルに基づいたコミュニティ検出アルゴリズムの設計を目的としている。コ
ミュニティ検出はネットワーク解析の文脈でモジュラリティ最大化など様々なタイプのアルゴ
リズムが知られており、その中で合意モデルは非常に単純なプロトコルに基づくものなので、分
散コンピュータ上で簡単に実装でき、しかも高速であるという利点がある。しかしその単純さゆ
えに得られるクラスタリングは良いものであるとは限らない。そのため、コミュニティ検出の観
点で合意モデルの性能やその限界を理論的な観点から明らかにすることが本研究の内容である。 
合意モデルは分散計算の合意問題に対する有効なアプローチの一つとして知られており、そ
の文脈で研究されているが、本研究ではそれとは全く異なるコミュニティ検出への応用を見据
えている。これを通じて合意モデルという確率過程の新たな応用を開拓していくことによって、
コミュニティ検出の分野のみならず合意モデルを研究する確率過程の分野にも刺激を与えると
いう意味で本研究の意義は重要である。 
 
 
３．研究の方法 
 
 コミュニティ検出に関する理論的な既存研究のほとんどはアルゴリズムへの入力として特定
のランダムグラフモデルを考えており、そのランダムグラフ上でのアルゴリズムの振る舞いを
解析している。本研究では確率的ブロックモデルというランダムグラフ上での k-Majority(また
は Best-of-k とも呼ばれる)の振る舞いを解析した。このプロトコルでは、各頂点が 0 または 1
の二種類の意見を持ち、一様ランダムに選んだ k 個の隣接点の意見を見てその多数決の意見に
自身の意見を更新するというものである。 
 
 
４．研究成果 
 
 本研究の成果は、合意モデルの解析とコミュニティ検出の計算複雑性の解析の二つに大別さ
れる。 
 
確率的ブロックモデル上の合意モデルの研究は 2-Majority と 3-Majority のみが知られてお
り、コミュニティ内外の辺密度の比に応じて相転移現象が発生し、具体的にはこの比がある閾値
より上か下かによってコミュニティ検出できるかどうかが分かれることが知られている。本研
究ではこれをより一般の k-Majority で解析した。特に k が大きくなると漸近的にこの閾値が 1
に近づくことを示した。本成果は LAシンポジウム 2021 にて発表した。 
 
 コミュニティ検出の理論的解析は確率的ブロックモデルなどのランダムグラフ上でのアルゴ
リズムの振る舞いを見ることによってなされる。これはランダムな入力上での計算複雑性を解
析していることになり、理論計算機科学では平均時計算量(average-case complexity)の分野で
研究されている。 



 特に平均時計算量では統計的なアルゴリズムと計算量的なアルゴリズムの性能ギャップ
(statistical-computational gap)が研究されている。例えば確率的ブロックモデル上のコミュ
ニティ検出はパラメータが適当な条件を満たせば全探索に基づいた最尤推定によって厳密に解
けることが知られている。これを統計的なアルゴリズムという。しかしながら全探索は指数時間
アルゴリズムであり、現実的ではない。これを効率的に解けるかどうかが重要な問題であり、そ
のようなアルゴリズムをここでは計算量的なアルゴリズムと呼ばれている。 
コミュニティ検出のほかにも埋め込みクリーク問題や主成分分析(PCA)などでも同様に統計的
なアルゴリズムと計算量的なアルゴリズムにギャップがあるだろうと予想されており、特に埋
め込みクリーク問題が効率的に解ければある種のコミュニティ検出の問題も効率的に解けるこ
とが知られている。すなわち、埋め込みクリーク問題の平均時計算量を理解することはコミュニ
ティ検出を含む様々なランダムグラフ上の問題の平均時計算量を理解することに繋がるため、
非常に重要である。 
本研究では埋め込みクリーク問題に対して困難性の増幅と呼ばれる結果を証明した。平均時
計算量では問題の困難性を効率的に解ける入力の個数によって評価し、そのような入力が少な
いほど困難な問題であるとされる。困難性の増幅とは、「1%の割合の入力上で問題 P1 を正しく解
くアルゴリズムが存在するならば、99%の割合の入力上で問題 P2 を正しく解くアルゴリズムが
存在する」ことを主張する結果である(ここで考える問題 P1と P2 は必ずしも同じ問題であると
は限らない)。対偶をとると、99%の入力上で P2を解くことが困難ならば、1%の入力上で P1 を解
くことすら困難であるという主張になり、これは P2 の弱い困難性に依拠して P1 の強い困難性
が示せるという結果である。本研究では問題 P1 と P2 をどちらも埋め込みクリーク問題とした
ときにその困難性の増幅を初めて証明した。 
本成果では非常に汎用的な枠組みを新たに提案し、それに基づいて困難性の増幅を証明して
いる。したがってこの枠組みを用いてほかの問題に対しても困難性の増幅が示せることが期待
される。本成果は理論計算機科学のトップ会議 Symposium on Theory of Computing(STOC23)に
採択された。 
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