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研究成果の概要（和文）：いくつかの方程式の共通零点の集まりとして定まる図形（代数多様体）の構造や対称性およ
び図形のある種の分類（モジュライ空間）を行うことが代数幾何の大きな問題である。楕円曲線の2次元版としてK3曲
面と呼ばれる代数多様体が19世紀に発見され、現在、数学および数理物理でも興味を持たれている。本研究において、
K3曲面のモジュライ空間の構造の解明や、K3曲面の対称性を表す自己同型群の記述などの成果を得た。またK3曲面の対
称性とマシュー群と呼ばれる有限単純群との間の不思議な関係を示唆するマシュームーンシャイン現象と呼ばれるもの
が関心を集めているが、この方面での研究においても成果をあげた。
　

研究成果の概要（英文）：The main problem of algebraic geometry is to study structures and symmetries of 
algebraic varieties and their moduli spaces. A K3 surface is a 2-dimensional analogue of an elliptic 
curve, which was found in the 19th century. Now K3 surfaces are interesting to Mathematics and 
theoretical Physics. In this research project we have obtained several results of the structure of moduli 
spaces of K3 surfaces and automorphisms of K3 surfaces. On the other hand, there is a mysterious 
connection, called Mathieu moonshine, between symmetries of K3 surfaces and the Mathieu group, a sporadic 
finite simple group. We have some results concerning this phenomenon.

研究分野： 数学，代数学，代数幾何学
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１．研究開始当初の背景 
1970年代にK3曲面の周期理論が確立され、そ
のモジュライ空間がIV型有界対称領域の算術
商で記述されることが分かった。その後、ミ
ラー対称性など数理物理からの刺激も受けな
がら盛んに研究されてきた。さらにK3曲面の
自己同型群と散在型有限単純群マシュー群の
関係やリーチ格子との関係、Borcherds によ
るIV型有界対称領域上の保型形式論を用いた
モジュライ空間の研究など、代数幾何学にと
どまらず分野を超えた研究の広がりが見えて
きた。 
 
２．研究の目的 
楕円曲線論をひな形に、格子理論や保型形式
論等を用い、K3 曲面、その高次元版である
カラビ・ヤウ多様体やそれらのモジュライ空
間の幾何学的研究を進めることが、第一の目
的である。一方で、K3 曲面の自己同型群や
幾何とマシュー群やリーチ格子との関係、ム
ーンシャイン予想と呼ばれる K3 曲面とマシ
ュー群の間の新たに発見された不思議な現
象などを研究することが、第二の目的である。 
 
３．研究の方法 
専門分野にとどまらず分野横断的なセミナ
ーや国際研究集会を組織・開催し、その中で
議論を重ね新たな視点や問題意識を得なが
ら研究を進めた。 
 
４．研究成果 
(1)モジュライ空間と保型形式の研究 
 
様々な代数多様体のモジュライ空間が IV 
型有界対称領域やその部分領域である複素
超球の算術商として実現されることを、研究
代表者らが得ていた。研究代表者は、この状
況に Borcherds による保型形式論を適用す
ることで古典的な代数幾何学的結果が保型
形式の観点から再構成できることを示した。
具体的には Coble による平面 4 次曲線の
モジュライ空間の射影モデルの保型形式を
用いた構成、3 次曲面のモジュライ、射影直
線の順序つき 6 点のモジュライである井草 4
次超曲面やセグレ 3次超曲面への適用があげ
られる。この方法は 2-初等、3-初等 K3 曲面
のモジュライにも適用できるものである。 
 モジュライ空間の有理性の判定は困難な
問題の一つである。研究代表者は Dolgachev 
との共同研究で Coble 曲面のモジュライ空
間の有理性を示した。また K3 曲面とその対
合の組からなる 2-初等的 K3 曲面のモジュラ
イ空間は 75 種類の族からなるが、研究分担
者の馬は 2つの族を除いてそれらが有理的で
あることを証明した。Dolgachev・金銅の結
果と馬の結果はそれぞれ補完し合うもので
ある。さらに馬は符号が(2,n) の 2 次形式に
付随した IV 型有界対称領域の算術商の双有
理構造を調べ、2 次形式の判別 2 次形式が巡
回群の場合に有限個の例外を除けば算術商

は一般型となることを示した。連携研究者の
向井は次数30の偏極K3曲面のモジュライの
単有理性を示した。複素幾何学的側面からは，
連携研究者の吉川謙一が2-初等的K３曲面の
モジュライ空間の同変解析的ねじれ率を
Borcherds の保型形式の言葉で決定した。 
 
(2)有限群と自己同型群の研究 
 
研究代表者と連携研究者の島田は、有限単純
群に現れるリーチ格子の理論を用いて、標数
3 の代数閉体上定義された超特異 K３曲面で
最も特殊なアルチィン不変量が 1の曲面の自
己同型群の生成元を見いだした。また任意標
数の超特異 K３曲面のネロン・セヴェリ格子
のある種の双対性を見いだした。この双対性
は一般の超特異 K３曲面の幾何学が特殊な K
３曲面のそれから導きだされることを意味
し応用が広いと考える。また連携研究者の小
木曽は複素力学系の観点から研究し、標数 0
に持ち上げできない自己同型をもつ超特異
K3 曲面の存在を示した。 
 標数 2 のエンリケス曲面は 3 種類の位数 2
の群スキームに対応して 3種類に分類される
ことが 1970 年代に Bombieri-Mumford に
よって示されたが、その後あまり進展がなか
った。研究代表者は桂氏との共同研究でエン
リケス曲面の族の具体的な構成と自己同型
群の記述を与えることに成功した。これは標
数 2の有限自己同型群を持つエンリケス曲面
の分類への端緒を与えるものであると考え
られる。 
 K3 曲面に自己同型として作用する有限群
と散在型有限単純の一つである次数 24 のマ
シュー群 M24 との関係が向井の結果として
知られている。本研究で向井は、K3 曲面の
固定点を持たない対合による商として現れ
るエンリケス曲面と M24 の部分群である次
数 12のマシュー群M12との関係を解明した。 
 特殊線形群 SL(2,C) の有限部分群に関す
るマッカイ対応は有名であるが、この高次元
化は大きな問題である。研究分担者の伊藤由
佳理は SL(3,C) の非可換有限部分群に対し
て新たな成果を得た。 
 
(3)カラビ・ヤウ多様体の研究 
 
小木曽は、カラビ・ヤウ多様体の双有理変換
群について双有理幾何学の立場と複素力学
系の立場から研究し、特に正のエントロピー
を持つ原始的正則自己同型を許容する3次元
カラビ・ヤウ多様体や有理多様体の存在を初
めて示した。またエンリケス曲面の高次元版
であるエンリケス多様体の一般論も得た。ま
た 吉 川 は 保 型 形 式 論 の 手 法 を 用 い て
Borcea-Voison 型カラビ・ヤウ多様体の BCOV
不変量を決定した。（元）分担者の長尾は、3
次元カラビ・ヤウ多様体上の連接層の不変量
として現れる Donaldson-Thomas 不変量の一
般化である精密化非可換 Donaldson-Thomas



不変量の壁越え現象に関する成果を得た。 
 
(4)数理物理など他分野との関係 
 
江口・大栗・立川により、K3曲面の楕円種数
をN=4超共形代数の指標で展開すると展開係
数がマシュー群M24の既約表現の次数の和で
表される事が見いだされていた。この現象は 
J 関数に関する有名なモンストラス・ムーン
シャイン (monstrous moonshine) に似てい
るので、マシュー・ムーンシャインと呼ばれ
ている。研究分担者の江口は、マシュー・ム
ーンシャインを半分にしたエンリケス曲面に
関係したマシュー群 M12 のムーンシャイン
を新たに見いだした。さらに mock theta 関
数の研究を行い Zwegers が与えた公式をコ
ンパクトな表式に書き直すことに成功した。 
 研究分担者の菅野浩明は、4次元 N=2 (超共
形)ゲージ理論におけるインスタントンの 
数え上げから定義される母関数と2次元共形
場理論の共形ブロックの対応関係 (AGT 関係
式) の研究を行った。ATG関係式から分配関数
が適当な共形場理論のカイラル代数の Verma 
加群の適当な元（Whittakerベクトル）の内積
で与えられることが期待される。面作用素と
よばれる余次元 2 の欠陥を入れたゲージ理
論の分配関数に対し，そのような Whittaker 
ベクトルの特徴付けを提唱した。 
 分担者の伊山は導来圏で基本的な傾加群を
補完する対象（準傾対象、τ傾加群）を導入し
て、その変異理論を確立した。 
 連携研究者の宮本は頂点作用素代数や共形
場理論の古典的な問題であった軌道予想（有
限タイプの頂点作用素代数の有限自己同型に
よる軌道模型も有限タイプとなる）を解決し
た。これにより可解自己同型群に対する軌道
予想も解決した。この結果は応用され、多く
の新しい頂点作用素代数が軌道構成によって
作成されている。 
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