
科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

１２６０８

基盤研究(B)

2014～2010

代数的サイクルの数論的および代数幾何学的研究

Study of algebraic cycles in arithmetic and algebraic geometry

５０１５３８０４研究者番号：

齋藤　秀司（Saito, Shuji）

東京工業大学・理工学研究科・教授

研究期間：

２２３４０００３

平成 年 月 日現在２７   ６   １

円    12,100,000

研究成果の概要（和文）：当該研究では，代数的サイクルに関連する諸問題を多角的かつ有機的に究する．代数的サイ
クルとはスキーム上の既約閉部分スキームの整数係数の有限和である．この全体のなす群を有理同値で割った群はChow
群と呼ばれる．Chow群の研究の歴史は長く，その重要性は代数幾何のみならず整数論においても深く認識されている．
たとえば，19世紀の複素関数論の重要な研究対象であったリーマン面の因子類群や，整数論の重要な研究対象である代
数体のイデアル類群はChow群の一種である．当該研究では，以上の背景のもとで，高次元類体論，高次元Hasse原理，
モチフィックコホモロジーの有限性予想を研究し成果を挙げた．

研究成果の概要（英文）：The research consists of three parts:(I) Higher dimensional class field theory, 
(II) Cohomological Hasse principle, (III) Finiteness of motivic cohomology.

(I) We generalized higher dimensional class field theory of Kato-Saito by using Chow groups of 
zero-cycles with modulus and gives a proof of the rank-one case of a conjecture of Deligne-Drinfeld on 
the existence of smooth l-adic sheaves on varieties over finite fields. (II)We proved rthe prime-to-p 
part of the Kato conjecture on cohomological Hasse principle and gives several applications on various 
problems in arithmetic geometry; special values of zeta functions, and a generalization of higher 
dimensional class field theory in the framework of theory of motivic cohomology, and a geometric 
application to resolution of singularities. (III) We gave new contributions to the finiteness conjecture 
of motivic (co)homology of arithmetic schemes. It shows the finiteness of motivic (co)homology with 
finite coefficient of arithmetic schemes.

研究分野： 数論幾何学　代数幾何学

キーワード： algebraic cycles　motivic cohomology　Hasse principle　Class field theory
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１．研究開始当初の背景 
当該研究では，代数的サイクルに関連する諸問
題を多角的かつ有機的に研究する．代数的サイ
クルとはスキーム上の既約閉部分スキームの整数
係数の有限和である．この全体のなす群を有理
同値で割った群は Chow 群と呼ばれる．Chow
群の研究の歴史は⻑く，その重要性は代数幾何
のみならず整数論においても深く認識されている．
たとえば，19世紀の複素関数論の重要な研究対

要な研究対象である代数体のイデアル類群は
Chow 群の一種である．当該研究では，以上の
背景のもとで， ，高次元 Hasse
原理，モチフィックコホモロジーの有限性予想を
研究した． 
 
２．研究の目的 
(1)
の偉業を源とし 20 世紀前半に高木貞治と E. 
Artin により完成された整数論の礎で，大域体
(有限次代数体あるいは有限体上の一変数関数
体)の最大アーベル拡大のガロア群を，その体に内
在的な情報( )のみを用いて統
制する理論である．
論を，有限⽣成体 (素体上高い超越次数を持
つ関数体)へ拡張する理論である．これはスキーム
論を⽤いて数論幾何学的問題として定式化される．
整数環または有限体上有限型スキームを 数論的
スキームと言う．これは有限生成体の幾何学化で
ある．基本的問題は，数論的スキーム のアー
ベル基本群  を に内在的な幾何学的
情報を用いて記述することである．1980 年代の
加藤和也氏との共同研究により研究代表者は，
代数的 理論を⽤いて上の問題へ 1 つの解答を
与えることに成功した．当該研究の目的はこの結
果を精密化，一般化することである． 
 
(2)高次元 Hasse 原理：Hasse 原理とは，
有理数体上の 次形式に対する局所⼤域原理
(Hasse-Minkowski の定理)が源で，これを一
般化した大域体上の中心的単純環(あるいはブラ
ウアー群)
論で重要な役割を果たす．1985 年に加藤和也
はこれを⾼次元化する予想を提出した．数論的ス
キーム  と自然数 にたいし加藤ホモロジー 

 (次数 ，係数 )が定義さ
れる．加藤ホモロジーは  
する重要な不変量である．上述のHasse 原理は，

「 ( は有限次代数体  の整
数環)あるいは有限体上固有的で滑らかな曲線 

 にたいして 」という主張に
同値である．加藤和也はこの事実を高次元化す
る次の予想を提出した． 
 
予想１： を有限体上固有的で滑らかな多様
体，あるいは整数環上固有的で正則なスキームと
す る と， 全 て の自 然 数  に た い し 

 
 

当該研究の目的はこの予想の解決である． 
 
(3)モチフィックコホモロジーの有限性予想：モ
チフィックコホモロジー とは，代数多様体あるいは
デデキント環上有限型なスキーム にたいし定義
される不変量である．これは代数体の整数環のイ
デアル類群や単数群，代数多様体のChow群な
どを一般化した重要な研究対象である．1970 年
代に Grothendieckが，さまざまなコホモロジー理
論の背後に存在する普遍的コホモロジー理論とし
てその存在を予⾒していた．1980 年 代 に
S.Bloch は Chow 群を一般化した高次 Chow
群を定義し，正則スキームにたいしてはこれがモチ
フィックコホモロジーに期待される性質をもつことを示
した．本研究が対象とするのは次の予想である． 
 
予想２： 数論的スキームのモチフィックコホモロジ
ーは有限生成アーベル群である． 
 
予想２は，代数体のイデアル類群が有限であるこ
と(Minkowski の定理)，代数体の整数環の単
数群が有限生成であること(Dirichlet の定理)，
代数体上のアーベル多様体の有理点のなす群が
有限生成であること(Mordell-Weil の定理)の一
般化である．モチフィックコホモロジーについて国際
的に活発な研究が⾏われてきた理由のひとつは，
数論的スキームのゼータ関数の特殊値予想(Tate
予想，Beilinson 予想，Bloch-加藤予想)で中
心的役割を果たすことにある．予想２はゼータ関
数の特殊値予想の大きな部分を占める重要な未
解決問題で，Mordell-Weil の定理と 1 次元の
場合(代数体の整数環あるいは有限体上の曲線)
を除いては殆ど結果は知られていなかった． 

当該研究の目的はこの予想にたいする新たな貢
献を与えることである． 
 
３．研究の方法 



当該研究は代数幾何や数論幾何の様々な対象
を多角的かつ有機的に研究している．研究目的
は，古典的な重要定理(代数体のイデアル類群や
単数群の有限性，Hasse
マン面の Abel の定理)の高次元化あるいは新しい
理論体系での⼀般化で，国際的に重要性が認
識される活発な研究の対象である．研究手法は，
Hodge 理論， -進 Hodge 理論，エタールコホ
モロジー理論，リジッド解析幾何，など現代数学
の様々な手法を交錯させ駆使するものである． 
 

４．研究成果 

(1) ：当該研究では，加藤-斎

展をもたらした．代数的 理論のかわりにモデュラ
ス付き Chow 群 を用いて を記述し，その
帰結として Drinfeld-Deligne が提出した有限体
上の多様体上の -進層の存在予想の部分的(層
の 階 数 が の 場 合 ) 解 決 を 与 え た ．
Drinfeld-Deligne の予想は 
非アーベル化 を与えるものである．これをさらに詳
しく説明する． 

まず Drinfeld-Deligne による有限体上の滑ら
かな多様体 上の -進層の存在予想を説明する．

上 の滑 らかな -進 層   にたいし そ の
semi-simplification が等しいとき同値であるとす
る．自然数 にたいし  を階数 の 上の滑
らかな -進層の同値類の集合とする． 上滑らか
な -進層は の代数的基本群の -進表現に同値
であり， の理解は の代数的基本群の理
解につながる非常に重要な問題である．  が 次
元(つまり曲線)の場合 Lafforgue が完成した
Langlands 対応により は  
( は の関数体 のアデール環)の保型表現
により理解される．そこで  の理解を 次元
の場合に帰着できればその効用は計り知れない．
このために骸骨層(skeleton sheaf)を導入す
る： 上の曲線の正規化全体の集合を  
で表す．曲線上の -進層の系: 
         

 
 
で自然な整合条件(閉点のフロベニウス作用の固
有多項式たちが等しいという条件)を満たすものを
上の骸骨層と呼び，その全体を  で表す．

上の -進層を 上の曲線の正規化に制限するこ
とで写像  が生ずる．
チェボタレフの密度定理により は単射である．

よって の像を記述すること，つまり 上の骸骨
層がいつ 上の -進層に貼り合うかを知ることが問
題である．このために のコンパクト化  
( は固有的正規な多様体， は開埋め込み)を
固定する． と交わらない 上の有効カルティエ因
子 にたいし 「 上の骸骨層 の分岐が  以
下である」 という性質が分岐理論を⽤いて定義さ
れる．そのような骸骨層全体を で表
す． 
予想 3：(Deligne) 

 
ここで和は  と交わらない 上の有効カルティエ因
子 全体をわたる． 
 
Drinfeld は が被約のとき 

 を示した． 
 
研究代表者は次を示した. 
 
定理 １ : 基礎体の標数が２でないなら予想 3
は正しい． 
 
定理１は，モデュラス付き Chow 群を用いて

(定理 3)から導
かれる． の 次元 Chow 群 は， 上の
ゼロサイクル( の閉点の整数係数の有限和)全体
の群 を有 理 同 値 関 係 で割 った群 である ． 

を一般化する をモヂュラスとする 次元
Chow 群  が，ゼロサイクルの群をモ
ヂュラス付きの有理同値関係で割った群として定義
された．  と交わらない 上の有効カルティエ因
子  全体にわたり  の逆極限をとった
ものを  とすると 高次元相互写像  
 

 
が定義される．  のとき  は古典

Artin の相互写像に他ならない．
あ

る． 
定理 ２ : 基礎体の標数が２でないなら，  
は副有限群の同型 
 

 
を誘導する．ここに  は次数 のゼロサ
イクルのなす  の部分群の逆極限
である． 



 
定理 2 の証明では加藤和也と松田茂樹による高
次元分岐理論(⾮完全な剰余体をもつ完備離散
付置体のアーベル拡⼤の分岐理論)が本質的な役
割を果たす．加藤-松田はそのようなアーベル拡大
の暴分岐を統制するArtin導⼿の理論を構成した．
定理２証明の要は，これを代数的サイクルを用い
て精密化するサイクル論的Artin導手を構成する
ことである． 
 
(2)高次元 Hasse 原理：当該研究では予想
１にたいし次の結果を示すことに成功した． 
 
定理３：  を有限体 上の滑らかで固有的な
多様体とする．  が の標数と互いに素なら全て
の にたいし . 
 
定理３は様々な応用を持つ：有限体上の多様
体のゼータ関数の特殊値問題への応用，モチフィ

ィックコホモロジーによる⾼次化，特異点論とくに
McKay 原理(McKay 対応の背後にある原理)へ
の応用，が挙げられる． 
 
(3)モチフィックコホモロジーの有限性予想： 
当該研究では予想２に対する貢献を与えた．ひと
つは，加藤予想の部分的解決(定理３)から有限
体上滑らかな多様体のモチフィックコホモロジーの有
限性の新たな結果を導いた．もう一つは，局所体
上の多様体の Chow 群の有限性に関する
Colliot-Thélène の予想を部分的に解決した．
以下これらについて説明する． 
 

 を数論的スキームとする． が正則で，有限
体または整数環上固有的なら有限係数の 次元
高次 Chow 群と のエタールコホモロジーの比較定
理が加藤予想から従うことを示した(証明には
Voevodsky が⾃⾝のモチーフ理論を⽤いて証明
した Bloch-加藤予想が用いられる)．エタールコホ
モロジーは有限群であることが知られているので，
加藤予想の研究成果を適用して高次 Chow群の
有限性定理が得られる．定理３から有限体上固
有的で滑らかな多様体の⾼次 Chow群の有限性
定理が得られる．また上述の結果を Voevodsky
のモチーフの理論を⽤いて拡張し，有限体上の
(固有的とも滑らかとも限らない)スキームのモチフィ
ックホモロジー(高次 Chow 群の一般化)の有限
性定理に拡張することにも成功した． 

 
モチフィックコホモロジーの有限性予想の特別な場
合として次が重要である(Bloch-Beilinson 予想)．
予想の の場合は Mordell-Weil
の定理から従う．それ以外に知られている結果はご
く特別な場合しかない． 
 
予想４：代数体上射影的で滑らかな多様体  
の 代数的サイクルの Chow 群  は
有限生成である. 
 
この問題に迫るために，まず が局所体上の多

様体の場合に の構造を調べることは自然
な発想である．この場合一般には は有
限生成でないことが知られていた．その一方で
Colliot-Thélène は 以 下 の予 想 を提 出 し た
(weak Mordell-Weil )． 
 

予想 5： は局所体 滑らかな射影的多様
体とする．自然数 にたいし  は有
限である．また のねじれ部分 は有限
である． 

 
研究代表者により次が示された． 
 
定理 4： が の剰余体の標数と互いに素なら

 は有限である． 
 
一方，当該研究では のねじれ部分が無

限である例が構成されこの分野の研究者に驚きを
与えた．この成果ではでは局所体上の多様体の
Chow 群の研究に 混合 Hodge 加群の理論を
用いる画期的なアイデアが用いられた．  
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