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研究成果の概要（和文）：酒井及び岩瀬により，1) 空間 X が cat(X)≦k のとき，X がH空間であるにはC_k空間であ
ることが必要十分であり，基点を除き高々三つの胞体しか持たないC_1空間はH空間である．2) 単位位相的複雑さと位
相的複雑さの差は高々１である．3) 回転群のL-Sカテゴリは n ≦ 10 でカップ積長に一致する．4) cat(X) ≦ 1 とな
るには，各素数で１以下であることが必要十分である．さらに角らは 5) 有限群 G の H_1(G) が 2-群でないとき，G 
がギャップ群になる為の必要十分条件を与え，6) Laitinen 予想をAut(A_6) を除く有限非可解群に対して証明した．

研究成果の概要（英文）：Sakai and Iwase showed the folloing. 1) A space X with cat(X) less than or equal t
o k is an H-space if and only if X is a C_k soace. Moreover, a C_1 space with at most three cells other th
an the base point is an H-space. 2) A monoidal topological complexity differs from the original topologica
l complexity at most by 1. 3) The L-S category of a rotation group coincides with its cup-length. 4) L-S c
ategory is less than or equal to 1 if and only if p-localized version of L-S category has the same propert
y for every prime p, where we do not need to assume that the space is simply-connected. Further Sumi et al
 gave 5) a necessary and sufficient condition for a finite group G to be a gap group, unless the first hom
ology group H_1(G) is a 2-group and showed 6) The Laitinen conjecture is true for any finite non-solvable 
groups except for Aut(A_6).
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１．研究開始当初の背景 
 配置空間 B の複雑さを測る不変量として，
`位相的複雑さ（Topological Complexity）'  
TC(B) は，ファイバー空間  π : P(B) → 
B×B のホモトピー不変量として与えられ，
以下の条件を満たす最小の自然数 m ≥ 1
（もし無ければ m = ∞  とする）である： 
空間  B×B の m 個の開集合からなる族が 
B×B を覆い，各々の開集合上で π の
section が存在する. 
 実はこの位相的複雑さがある意味で 
fibrewise な L-S 理論と見なしうることが，
酒井道宏氏との共同研究により発見されい
る．ここで「ある意味で」としたのは，James 
らによって与えられた本来の fibrewise な 
L-S の猫より形式上では弱い形の定義によ
り与えられることが分かったからである．こ
の論文は，位相的複雑さの上からの評価を与
え る  fibrewise な 意 味 で の 錐 構 成 長
（cone-length）や猫的な空間列などの不変量
や，下からの強力な不変量である加群重み
（module weight），あるいはこれらの計算に
使用されるホップ不変量を与えることから，
発表直後から引用されるなどの反響を呼ぶ
ものであった．逆に，本来の James による 
fibrewise な L-S の猫に対応するものが単
位位相的複雑さ（ monoidal topological 
complexity）であることを同時に報告してい
る．この単位位相的複雑さは，実は fibrewise 
ホモトピー不変量であって，ホモトピー不変
量ではないのであるが，むしろ理論的には扱
いやすいという注目すべき性質を持つ． 
 一方で位相空間の「複雑さ」を測る不変量
として古くから知られ，その値を決定する為
の努力が長年続けられて来たものとして，
Lusternik と  Schnirelmann が導入した 
numerical なホモトピー不変量である L-S 
の猫 cat(M) （L-S category）がある．L-S の
猫は元々可微分（閉）多様体 M 上で定義さ
れた実数値可微分関数の critical points の
個数の最小値 Crit(M) を下から評価するホ
モトピー不変量として与えられ，さらに最
近では Arnold 予想との強い関連が指摘さ
れると，Conley，Floer，深谷，Hofer，Le，
小野，Rudyak，Zehnder 等によって研究がな
され，ホモトピー論の枠に留まらない影響
をトポロジーに与えている．さらにまた，葉
層構造（foliation）の複雑さを与える指標と
して L-S の猫の変種が定義され，Coleman，
Vogt らにより研究されている. 
 また L-S の猫はホモトピー不変量である
という性質から，L-S の猫の決定にはホモト
ピー論的な様々な手法が生み出されており，
特に，申請者による高次 Hopf 不変量の導入
があり，申請者はこの不変量を用いてトポ
ロジーの世界で古くからの問題であった 
Ganea 予想の成立する為の条件を与え，さ
らにこれを用いて一般の場合の否定的な解
決を与えた．この高次 Hopf 不変量は L-S 
の猫に対して上からの評価を与えることに

特に有効であったことを指摘しておきたい．
あるいはまた，Fadell と Husseini による
猫的重み（category weight）をホモトピー論
的に取り扱いやすい形に Rudyak，Strom ら
が改めた猫的重みがあり，特に Rudyak は
この不変量を用いて次元が低い多様体に対
する Ganea 予想の肯定的な解決を与え，さ
らに π_2 = 0 などの場合に Arnold 予想の
証明を与えた．ただし，Ganea 予想が成立
しない複体や多様体は存在し，この事実は高
次の非安定  Hopf 不変量が安定化する過程
で消えてしまうという事実を用いて筆者が
構成したものである．さらに筆者と京都大
学の河野氏により，ループ空間の A∞-構造
に付随する射影空間を用いた形式を採用す
ることでこの不変量は改良され，加群重み
というより強い不変量が導入されており，実
際に Spin(9) の L-S の猫の値は加群重み
を用いて決定された．これら，猫的重みや加
群重みは高次 Hopf 不変量とは対照的に，
L-S の猫に対して下からの評価を与える不
変量であった．これらの不変量を用いて，筆
者らもその一部に貢献しながら，Lie 群を始
めより多くの空間の L-S の猫の決定がなさ
れている. 
 配置空間の位相的複雑さを下から評価す
る不変量としては Farber によるカップ積
長（cup-length）の変種である零因子カップ
積長（zero-divisors cup-length） Z_R(B) と
共に，Farber-Grant による Rudyak 版の猫
的重みの変種である TC-重み  wgt_π(−;R) 
が零 因 子 イ デ ア ル  I_R = ker ∆∗ : 
H^∗(B×B,R）→ H^∗(B;R）を用いて次のよ
うに定義される: 
1. （ Farber ） Z_R(B) = Max{ m≥0 | 
H^*(B×B,R) ⊃ I_R^m ≠ 0} 
2.（Farber-Grant）wgt_π(u;R) = Max{ m≥0 
| ∀f:Y →B×B，secat(f∗π) < m, f^∗(u) = 0} 
これらを凌駕する不変量として，L-S の猫に
対して京都大学の河野明氏との共同研究で
提出した加群重みに対するこの枠組みでの
変種を与えたい。同様に，L-S 理論において
上からの評価に有効であった錐 構 成 分 解
（cone-decomposition）の手法は，位相的複
雑さに対して有力な手段とならないことが
知られている． 
 また空間対（X,A）に対する L-S の猫は本
来の L-S の猫の解析において重要な情報を
与えるものであるが，Berstein-Ganea，
Fadell-Husseini，Arkowitz-Lupton により
三つの不変量が独立に与えられていた．筆者
はこれらの間の関係を明らかにすると共に
新しい関係式を与えている． 
 
２．研究の目的 
 位相的複雑さに対して，L-S 理論との関係
を明らかにし、一方で錐構成分解に代わって
上からの評価を与える不変量を新たに導入
し，位相的複雑さの持つ位相的性質の決定に
対し新しいインパクトを与え，他方で L-S 



理論で有用であった加群重みの導入を行う．
もちろん，可能ならばこれらを用いてループ
空間のホモトピー可換性をもたらす T_k 構
造や C_k 構造を持つ空間などの空間の位相
的複雑さを決定するのが目標である． 
 L-S の猫については，まず「錐構成分解」
を改良して「猫的な空間列」を得る方法を確
立する．さらにこれを加群重みと共に駆使し
て，様々な空間に対する L-S の猫の値、例
えば，可能ならば  SO(n) や  co-H-空間の 
L-S の猫の決定に寄与する． 
 
３．研究の方法 
 ロボット動作設計の位相的複雑さと単位
位相的複雑さの関係を fibrewise な L-S 
理論との関連の中で明らかにする．これは
「もし最初と最後の状態が同じなら，その
状態遷移は静止したものである」という仮
定を付すことで得られる「動作設計」である．
ロボットの動作の効率の面からも，むしろ 
Farber による元々の定義による位相的複雑
さよりも現実に即した不変量ではないかと
考えている．さらに，これらの位相的複雑さ
と，James の導入した fibrewise な L-S の
猫との比較を行い，両者に対して上からの評
価や下からの評価として与えられている不
変量の関係を明らかにする．これによって，
謎に包まれていた位相的複雑さという不変
量をホモトピー論的により良く理解する． 
 また一方で fibrewise な L-S 理論は自
由ループ空間の分類空間とも強い結び付き
を持つ．これを分類空間を用いて記述するこ
とで，ループ空間の可換性との関連を調べる． 
 
４．研究成果 
 まず，Jiang 群あるいは Gottlieb 群とし
て知られるホモトピー群の部分群は Hopf 
構造あるいはそのホモトピー可換性との関
係も深く，古くから多くの観点から研究がな
されてきた．しかしこの群を L-S の猫の観
点から捉えると，その定義は L-S の猫に対
する様々な議論とは必ずしもうまく適合せ
ず，むしろ類似する一般 Whitehead 積の概
念を包含する形で定式化するのが自然であ
ることが分かる．本研究ではこの新しい定義
に基づく概念を Gottlieb 群とは別に C_k 
構造と呼ぶ．それはこの概念が一方で Hopf 
構 造 の ホ モ ト ピ ー 可 換 性 （ homotopy 
comutativity）と密接に関係することを強調
するものでもある．さらにその性質を関連す
る概念である Aguadé の T-space などと比
較し，それらの関係を調べ，さらに様々なホ
モトピー論的観点からその本来の意味を調
べ，さらにこれらの性質を用いることで，実
射影空間を含むレンズ空間やセルの個数が
少ない空間についてこれを完全に決定し，さ
らに C_k 構造を持たない空間などを具体的
に記述した． 
 次に，弱い形の fibrewise な L-S の猫と
本来の James による fibrewise な L-S の

猫との同値性の証明にはギャップが存在す
ることが指摘された．これに対しては，多く
の特殊な状況で両者が等しいことを証明す
ることに成功したが，一般的な形では証明を
持たない「予想」であるということになった．
これに続く研究で，これらの差異が最大でも
１であることを証明し，初期の論文に含まれ
ていた細かなミスプリを全て訂正したもの
を訂正論文として再提出した．この事実から，
例えばロボットの動作に伴うエネルギー損
失を考慮した安全性を重視する立場に立て
ば，応用上は両者の差が無視し得るほど小さ
いと言っても過言では無いかもしれないと
考える様になった．また，Hopf 空間に対す
る位相的複雑さが L-S の猫と一致し，これ
によって Lie 群の L-S の猫に対するこれ
までの結果が位相的複雑さに対する結果と
して翻訳できることが明らかになった． 
 次に，特殊直交群 SO(n) の L-S の猫は n 
≦ 9 までが決定されている：n ≦ 5 は 
James により知られ，それ以降は三村・ 西本
の両氏との共同研究により得られたもので
あり，いずれの値も結果的にはカップ積長
と一致している． 今年度の長期出張におい
てヨーロッパの専門家との討論を経て，宮
内・菊池の両氏とともに 6 年前までに書き
かけながらそのままにしていた論文原稿の
主たる命題の証明に対して，最後の，そして
最も重要な piece を埋めることができ，こ
れを用いて SO(10) の L-S の猫がそのカッ
プ積長に一致することが示された．今回問題
とした SO(10) は，その普遍被覆 Spin(10) 
が primitively generated でない初めての 
Spin 群となるものであり，この結果を踏ま
えれば，特殊直交群 SO(n) の L-S カテゴリ
数がそのカップ積長に一致すると予想する
ことにも，相応の理由があると考えて良い
だろう． 
 さらに，スペインの Costoya 氏との共同
研究で L-S カテゴリ数が１以下となる為の
必要十分条件を各々の素数に於ける局所化
の概念を用いて表現することに成功した．こ
の結果は，その双対である A. Zabrodsky の 
mixing homotopy types の理論とは全く異質
の難しさを内包し，有理ホモトピー論のアイ
デアを基礎に用いる証明で示された． 
 一方，角らは有限群 G の１次元ホモロジ
ー群 H_1(G) が 2-群でないときに，G がギ
ャップ群になる為の必要十分条件を正しく
与え，さらに Laitinen 予想が Aut(A_6) を
除く有限非可解群に対して正しいことを証
明した．これらのホモトピー球面への作用か
ら得られる等質空間については，その L-S 
の猫は次元に等しいことが予想される． 
 最後に，fibrewise なホモトピー不変量は
それ自体がホモトピー不変量ではなく，当初
考えていたよりはるかにその取り扱いは難
しく，例えば不変量の計算の為に導入するべ
き，空間対に対する相対的な位相的複雑さに
は手が付けられなかったのは残念である．し



かし，今回採用された科学研究費補助金プロ
グラムにおいて，今後の研究の発展の為の土
台が築けたと自負している． 
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