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研究成果の概要（和文）：確率論的手法と実解析的手法を融合的に用いることで、複雑な系の上のマルコフ連鎖とその
極限過程を統一的に解析する研究を行った。一般論を展開する観点からは、cycle条件を満たす非対称なマルコフ連鎖
の熱核の評価とそのスケール極限の解析、測度付き距離空間上の対称拡散過程に関する熱核の劣ガウス型評価と一般化
放物型ハルナック不等式の同値性の証明、飛躍型確率過程の収束理論の構築などの成果を得た。具体例の観点からは、
樹木上の臨界確率パーコレーションにバイアス付きランダムウォークを走らせた際の漸近挙動、極限過程の考察を行い
、またランダムな有限グラフ上のマルコフ連鎖の混合時間のスケール極限に関する成果を得た。

研究成果の概要（英文）：We analysed Markov chains on disordered media and their scaling limits in a unifie
d manner by using probabilistic and analytic methods. From the viewpoint of constructing general theory, w
e established the following results; i) heat kernel estimates for non-symmetric Markov chains satisfying s
ome cycle condition and analyzing their scaling limits, ii) equivalence of the sub-Gaussian heat kernel es
timates and generalized Parabolic Harnack inequalities on symmetric diffusions for general metric measure 
spaces, iii) convergence of jump-type processes for general metric measure spaces. From the viewpoint of c
oncrete examples, we established the following results; i) asymptotic behavior and scaling limits of biase
d random walks on critical percolation clusters (conditioned to survive forever) on trees, ii) convergence
 of scaled mixing times on Markov chains on random finite graphs.  
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１．研究開始当初の背景 
 
80 年代後半以降、フラクタルを典型例とす
る複雑な系の上に確率過程を構成し、その上
に解析学を展開する研究が大きく進展した。
特に、申請者と共同研究者による研究で、こ
れらの方法が「安定性」を持つ、すなわち"
理想的な"形状のフラクタルに限らず、何らか
の意味で自己相似性に近い構造を持つ図形
の上でも有効であることが次第に分かって
きた。この流れを受けた研究はこの数年で大
きく進展し、現在はパーコレーションクラス
ターなどの確率モデル上の確率過程の研究
が、大変活発に行われている。申請者と共同
研究者の研究は、この方面で世界の先端を走
っており、その結果、例えば申請者が 2010 年
の夏にフランスの伝統ある夏の学校 St. 
Flour に講師として招待されるなど、国際的
に重要な役割を任されつつある。申請者と共
同研究者が当該研究の手法について吟味す
る中で、複雑な系の上の確率過程論と
Dirichlet 形式の方法やポテンシャル論を組
み合わせることにより、さらに広い範疇で離
散複雑系の解析を推し進め、その連続極限の
上の確率過程をも統一的方法で解析できる
のではないかという感触を持つに至ったこ
とが、本研究の開始当初の背景である。 
 
２．研究の目的 
 
本研究では、フラクタルやランダムな媒質を
典型例とする複雑な系の上で、確率論的手法
と実解析的手法を融合させることより汎用
性の高い手法を編み出し、離散複雑系とその
極限に現れる連続系の上の物理現象を統一
的に解析することを大きな目標とする。この
目的を達成するために、本研究では以下の３
つの研究を柱としたアプローチを行った。 
A) 複雑な系の上の Dirichlet 形式の解析  
-- 確率論的手法と実解析的手法の融合 -- 
B) 離散複雑系の上のマルコフ連鎖の漸近評
価と、その極限過程の解析 
C) 複雑な系の上の飛躍型確率過程の解析と
その応用 
このうち A)は、B),C)で扱う具体的なモデル
の解析に必要となる、汎用性の高い理論構築
のための研究であり、本研究の扇の要の位置
づけである。それぞれの研究は互いに有機的
に結びつき、その相互作用により研究全体を
推進させるように務めた。 
 
３．研究の方法 
 
(1)本研究内容について造詣が深く、研究代
表者との個人的つながりもある８名の海外
共同研究者（Barlow 教授、Bass 教授、Biskup
教授、Z. -Q. Chen 教授、J.-D. Deuschel 教
授、Grigor’yan 教授、Sturm 教授、Hambly 講
師）を迎え、さらにLawler教授、Saloff-Coste
教授らとも招聘や訪問による研究連絡を行

うことで最新情報の提供や関連した手法の
紹介を受け、いくつかの共同研究を推し進め
た。海外主力研究者との広範なネットワーク
を生かした共同研究は、本研究の大きな特徴
である。 
(2) 研究目的の A)-C)に合わせて分担者をグ
ループに分け、熊谷が中心となってセミナー、
研究集会などで研究交流を行った。各々の専
門を生かした形で、広い意味で複雑な系の上
のマルコフ連鎖とその極限過程に関連する
研究を多面的・有機的に推し進めた。 
(3) 研究期間中に多くの研究集会を行い（あ
るいはサポートし）、また代表者、分担者が
多くの国際研究集会に招聘された。代表者、
分担者が組織委員を務めた国際研究集会と
して、例えば以下のものが挙げられる。 
● 「第 34回 Stochastic Processes and Their 
Applications」（2010 年 9月 6日-10 日,千里
ライフサイエンスセンター）、 
● 「 4th International conference on 
stochastic analysis and its application」 
（2010 年 8月 30 日-9 月 3日,関西大学）、 
● Banff 研究集会「Foundation of Stochas- 
tic Analysis」（2011年9月18-23日,Banff）、 
●「Nonlocal Operators: Analysis, Probabi- 
lity, Geometry and Applications」（2012 年
7月 9-14 日,Bielefeld 大学） 
● 「離散幾何解析」（RIMS プロジェクト研究、
2012 年度） 
招待講演に関しての詳細は５.で記すが、前
述した St. Flour の他、アメリカ、韓国、ク
ロアチアでの夏の学校・春の学校で講師とし
て当該研究の詳細について講義を行ったこ
とは、当該研究の国際的な関心の高さを裏付
けるものである。 
 
４．研究成果 
 
(1) 総括： 分担者・連携研究者・海外共同
研究者との連携により、離散複雑系とその極
限に現れる連続系の上の物理現象を統一的
に解析するという目的を、ある程度達成した。 
当初目標とした研究のうち、cycle 条件を満
たす非対称なマルコフ連鎖の熱核の評価と
そのスケール極限の解析については、新しい
手法と古典的な方法を組み合わせることに
より満足の行く結果を出し、論文が雑誌に掲
載された。また、Spectral Gromov-Hausdorff
収束という概念を導入して、有限グラフ上の
マルコフ連鎖の混合時間のスケール極限に
関する成果を挙げ、Erdös-Rényi のランダム
グラフなど典型的な複雑系グラフに応用す
ることができたことも大きな成果である。確
率論的ポテンシャル論を用いることで、有限
グラフの Gaussian free field の maximum の
tightness に関する結果を挙げ、またランダ
ムなグラフとスケール極限の研究の一環で、
バイアス付きランダムウォークの研究に結
びつけるなど、当初予定していなかった方向
にも研究が拡がるという収穫を得た。これは



ひとえに、国際的な研究者交流を積極的に進
め、新たな研究者との共同研究を立ち上げる
ことができたことによる。前述したように当
該研究は国際的にも高い評価を受けており、
その結果として国際研究集会などで一流の
研究者から積極的な共同研究のアプローチ
を受ける機会が多いことが、更なる進展への
追い風となっていると分析できる。 
確率論的手法と実解析的手法の融合による
一般論展開についても、測度付き距離空間に
おける対称拡散過程に関する熱核の劣ガウ
ス型評価と一般化された放物型ハルナック
不等式の同値性の証明や、飛躍型確率過程の
収束理論の構築などを果たし、一定の成果を
挙げることができた。 
以下、代表者、分担者それぞれの主な研究成
果を具体的に記す。 
 
(2) 熊谷 隆 
○1  半平面上の優臨界確率パーコレーショ
ンクラスターを典型例とするような、ある種
の境界付き領域上のランダム媒質に対して、
その上のランダムウォークの quenched 
invariance principle を証明した。（Z.-Q. 
Chen 氏、D.A. Croydon 氏との共同研究、雑
誌に掲載予定） 
○2  樹木上の臨界確率パーコレーションに絶
滅しないという条件付けをしたクラスター
を考える。この上のバイアス付きのランダム
ウォークの漸近挙動を解析し、aging の問題
を扱った。ランダムウォークの trapping の
影響で、非自明なスケール極限を導出するに
は指数的時間スケールが必要となる。さらに、
backbone に射影した確率過程のスケール極
限として extremal process の逆過程が現れ
る事が判明した。（D.A. Croydon 氏、A. 
Fribergh 氏との共同研究） 
○3  一般の測度付き距離空間で距離が測地距
離とは限らないような範疇で、対称拡散過程
に関する熱核の劣ガウス型評価と、一般化さ
れた放物型ハルナック不等式の同値性を証
明した。（M.T. Barlow 氏、A. Grigor'yan 氏
との共同研究） 
 
(3)相川弘明 
○1  除外集合を許したHarnback連鎖に対する
Harnack 不等式を示した。Intrinsic Ultra- 
contractivity を容量的幅と Green 関数によ
り導いた。 
○2  古典的な Harnack 原理を拡張し、途中に
障害物がある場合でも同様の結果が得られ
る条件を発見した。容量的幅を拡張された
Harnack 原理によって評価し、箱議論を精密
に行うことにより対数型の連続率を持つ
Hölder 領域に対して、境界 Harnack 原理を導
いた。 
○3   Dirichlet 問題に関して境界関数と解の
連続率について研究した。古典的な Harnack
原理を拡張し、途中に障害物がある場合でも
同様の結果が得られる条件を見つけた。 

 
(4)重川一郎 
○1  マルコフ半群の p 乗可積分な空間におけ
る収束性を調べ、半群の超縮小性の仮定の下
で、収束の指数オーダーが pに依らないこと
を示した。また実際に pに依存する例を構成
し、スペクトルを完全に決定することに依っ
て pへの依存性を示した。 
○2  非対称なマルコフ過程のうち生成作用素
が正規作用素となるものを考察し、扇形条件
を満たす Dirichlet 形式が対応する条件を
スペクトルで与え、スペクトルが完全に決定
できる具体的な例の計算を行った。 
○3  リーマン多体上の非対称な拡散作用素に
対する一意性の問題を、L^2 の場合と L^p の
場合とで十分条件をドリフトの発散の有界
性と内向き増大度が距離に関して線形とい
う形で与えた。これを利用して、生成作用素
の定義域の決定も行った。 
 
(5) 木上淳 
○1  距 離 ・ 測 度 空 間 の  tree に よ る 
parametrization の定義を与え、距離が 
parametrization と compatible であるため
の条件、２つの距離が互いに quasisymmetric 
になるための必要十分条件、測度が距離に対
してvolume doubling になるための必要十分 
条件などを考察した。 
○2  Tree によって parametrize された距離
空間について、その上の measure が volume 
doubling になるための必要十分条件、
metric が quasisymmetric になるための必要
十分条件を明らかにし、特に正方形から無限
個の長方形を抜いた空間に対して応用した。 
○3  Sierpinski casket (SC) の conformal 
dimension について研究を行い、invisible 
set という概念を導入して、SC の conformal 
dimension の上からの評価を得た。さらに、
Keith-Kleiner による conformal dimension
の p-form による特徴づけを用いてspectral 
dimension との関係を示した。 
 
(6)日野正訓 
○1  フラクタル集合上の局所ディリクレ形式
に付随する非自明な内在的距離を考察し，幾
何学的な測地距離との関係を研究した。 
○2  一般の強局所正則ディリクレ形式に対し
て可測的リーマン構造が付随することを示
し、確率解析への応用を与えた。 
○3  フラクタルのような集合においても、強
局所正則Dirichlet形式を定める関数空間に
は一種の微分構造が導入され、接空間の基底
をなす関数の組が常に存在することを示し
た。 
 
(7) 上村稔大（平成 22 年度）  
下に有界な正則なセミディリクレ形式を用
いて非対称なハント過程を構成し、さらにそ
れが適当な除外集合を除いた任意の出発点
に持つ確率に対して、マルチンゲール問題の



解となっていることを証明した。        
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