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研究成果の概要（和文）：幾何学的函数論における典型的な問題は幾何的に記述される平面内の（単連結）領域と，単
位円板からその領域への等角写像の解析的性質との関係を調べることです．ビーベルバッハは a_0=0, a_1=1と正規化
された単位円板上の解析函数 f(z)=a_0+a_1z+a_2z�… がある領域への等角写像ならば |a_n|≦ n であることを予想し
ました．それは70年後にドブランジュにより示されました．本研究ではたとえば，係数 a_n の2倍が整数であるような
等角写像は全部で21個に限ることを示しました．a_n がすべて整数の場合は9個に限ることは知られていたので，12個
増えることになります．

研究成果の概要（英文）：Geometric Function Theory deals with problems finding relations between 
geometrically described (simply-connected) domains in the plane and analytic properties of conformal 
mappings onto them. Bieberbach conjectured that, for a conformal mapping f(z)=a_0+a_1z+a_2z�... 
normalized by a_0=0, a_1=1, the modulus |a_n| of a_n is not greater than n.This conjecture was finally 
proved by de Branges in his 1985 paper. In the present research project, for example, we showed that the 
set of conformal mappings as above with half-integral coefficients consists of exactly 21 functions. The 
similar set for the integral coefficients was previously known to consist of 9 functions.
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１． 研究開始当初の背景 
 
極値的長さや双曲計量といった等角不変量
は幾何学的函数論において現在では必要不
可欠な道具となっている．不変性をうまく用
いることによって一般の状況を特別な状況
に帰着し，具体的な計算や評価に持ち込むこ
とができるからである．したがって，新しい
等角不変量が見つかれば，それによって問題
が解決される可能性もある．新しい等角不変
量を見つけること，さらに等角不変量の新た
な性質や評価を得ることは幾何学的函数論
の発展にとって重要な課題である． 
 
２．研究の目的 
 
本研究では，主に幾何学的手法を用いて等角
不変量など種々の解析的・幾何的な量につい
て精密な評価を行うなど基礎的研究を行い，
それを足がかりとして解析函数や擬等角写
像など重要な函数の性質を究明する．さらに，
それらの知見を様々な未解決問題や，クライ
ン群，複素力学系などに応用して幾何学的函
数論の総合的な発展を目指す． 
 より具体的には，等角不変量をキーワード
として，以下のテーマについて研究分担者と
協力しながら研究し，理論を進展させること
を目的とする：(1) 高次不変シュワルツ微分
の基礎研究とその応用，(2) 双曲的リーマン
面の大域解析，(3) 等角写像の定量的研究，
(4) 擬等角写像の研究，(5) 多項式の幾何学． 
 
３．研究の方法 
 
東北大学においては，東北複素解析セミナー
を毎月行うなど，定例のセミナーを行うこと
によって研究者や学生の間で知識や情報を
共有する．各分担者においても，同様に各々
でセミナーを行い，適宜講演者を外部から招
いて情報交換や知識の授受を行う．また，函
数論サマーセミナーや「等角写像論・値分布
論」研究集会など，函数論分科会が毎年開催
する研究集会を援助することによって，この
分野の推進を図る．また，国際研究集会に積
極的に参加することにより，国際的に活躍す
る研究者と交流をはかり情報交換を行う．さ
らに，2011 年には有限無限次元複素解析国際
会議を主催し，2013 年には独自に国際研究集
会を開催し，国内外の研究者を招いて研究交
流を図る．  
 
４．研究成果 
 
研究期間内で多くの成果が得られたが，ここ
では研究代表者が関わったものを中心とし
て代表的なものを挙げておく． 
 
(1) 単位円板上の退化ベルトラミ方程式の解

の境界での連続性の精密な評価を半円環
のモジュラスの評価により与えた．半円

環を用いる手法は汎用性があり，今後別
のクラスの写像に対する同様の研究にも
応用が可能であると期待される． 

(2) ベキ変形の研究．単葉函数に対してその
ベキ変形がやはり単葉になるための条件
や，そのような指数の集合の構造を調べ
た．たとえば，そのような指数の集合の
内部の各成分は単連結領域となっている
ことがわかり，それにより単葉函数の正
則族が得られるため，タイヒミュラー空
間論などへの応用が期待される．また，
証明の過程において，zf’(z)/f(z)の絶
対値による新たな単葉性判定法を導くこ
とができ，別の論文において John 定数の
類似の定数を定義してその具体的評価も
行った． 

(3) 高階シュワルツ微分の研究．定義領域が
単位円板の場合に一般階のシュワルツ微
分のノルム評価を得たほか，多重点シュ
ワルツ補題や，グルンスキー係数，ベキ
行列との関係についても研究を行った．
その他，高階シュワルツ微分の間には
種々の関係式が成り立つことを観察し，
それらの意味づけや応用を考察している
ところであり，引き続き研究を行ってい
る． 

(4) 近接凸函数（Close-to-convex function） 
f(z)について，zf’(z)/f(z)やz/f(z) の
変動領域を詳しく研究し，特にすべての
z を動かして得られる全変動領域を完全
に決定した．また，さらにそれを応用し
てある種の極値問題を解くことにも成功
した． 

(5) 錐特異性を持つ双曲計量の存在と一意性
について研究を行ったが，まだ完全に一
般な形での証明には成功していない．部
分的な成果として，２つの錐特異点の間
の双曲距離の最良な下限を与えることに
成功した． 

(6) 平面領域の境界の一様完全性は双曲計量
の密度函数と境界までの距離函数の積が
正の定数で下から押さえられることとし
て特徴付けられることが知られているが，
平面領域が無限遠点を含む場合には，も
はやこの特徴付けは機能しなくなる．そ
こで，そのような場合でも，球面幾何を
うまく用いることによって，類似の特徴
付けを得ることができた． 

(7) リーマン球面から 3 点以上の点を除いて
得られるリーマン面の双曲距離と同値距
離を具体的に構成することに成功した．
この距離は，点の配置から定まるある種
の量のみに依存する定数を用いて双曲距
離と評価可能である．そのような量はこ
れまでに知られておらず，またメビウス
変換によって不変な量であり，今後のさ
らなる応用が期待される．現在，論文の
執筆準備中である． 

(8) 位数αの凸函数に関して，Brickman, 
Hallenbeck, MacGregor, Wilken によっ



て提唱された従属性予想を解決した．ま
た，その応用としてある種の極値問題を
解決した． 

(9) Bieberbach-Gronwall の面積不等式を擬
等角拡張を持つ単葉函数族に精密化した
Lehto の結果と，極の位置を一般化した
Chichra の結果を合わせて，より一般化
された結果を得た．特に等号が成立する
のは単葉函数がリーマン球面全体にある
種の調和擬等角拡張を持つ場合に限るこ
とであるのが興味深い． 

(10) Friedman は 1946 年にすべての係数が整
数であるような単位円板上の正規化さ
れた単葉函数は９つの特別な函数に限
ることを見出した．今回，整数という条
件を半整数という条件に変えても，12
種類増えるだけですむことを証明した． 

 
また，研究の方法で述べたように，実際に以
下のように国際研究集会を開催した．2011 年
12 月には第 19 回有限無限次元複素解析国際
会議を広島において開催し（元々仙台にて夏
に予定していたが東日本大震災の影響で，冬
に延期となり場所も広島に変更となった），
2013年9月には仙台において国際ワークショ
ッ プ  “Geometric Function Theory and 
Applications in Sendai”を開催し，国内外
の専門家が集まって研究成果を発表し，交流
する機会を持った．2011 年の集会の会議録は
東北大学出版会から報告集の形で 2013 年に
出版された．2013 年の集会についても東北大
学・情報科学研究科のジャーナルから特集号
として出版すべく，現在編集作業を進めてい
るところである．それぞれの研究集会のウェ
ブサイトは下記の通りである． 
http://19fi.cajpn.org/ 
http://www.math.is.tohoku.ac.jp/~sugawa
/GFTAS/ 
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