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研究成果の概要（和文）：ボラティリティプロセスが収益率に対して非対称になる GARCH モデル

（R-GARCH モデル）を有理関数によって構築した。他の非対称 GARCH モデルである EGARCH 及び

GJR モデルと情報量基準によって比較し、株価データによっては R-GARCH モデルが有効である

ことが分かった。また、有理関数で表した確率分布を GARCH モデルの誤差項に利用したモデル

も構築し、標準正規分布を利用する GARCH モデルよりも有効であることが分かった。 
 
研究成果の概要（英文）：An asymmetric GARCH model is constructed with a rational function, 
called “R-GARCH” model. We compare the R-GARCH model with other asymmetric GARCH models 
such as EGARCH and GJR models by information criterions. We find that the R-GARCH model 
is superior to other models, depending on stock data we use. We also construct a GARCH 
model with an error term by a rational function and find that the model is superior to 
the GARCH model with a standard normal distribution. 
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１．研究開始当初の背景 
 実証ファイナンスにおいて、ボラティリテ
ィは金融資産収益率の変動の大きさを表し、
金融資産のリスクを計量するための重要な
指標である。しかし、市場で直接計測される
のは収益率のみで、ボラティリティは直接計
量されるものではない。そのため、ボラティ
リティ変動をモデル化し、そのモデルを収益
率時系列データにあてはめ、ボラティリティ
を推定する方法がよく取られる。ボラティリ
テ ィ 変 動の モ デル とし て 有名 な のは

Bollerslev による GARCH モデルである。この
モデルは、収益率分布のファットテイル性や
ボラティリティクラスタリングといった市
場の金融データ収益率に見られる性質をよ
く表すことができる。一方、収益率時系列デ
ータによっては、収益率の上がった日よりも
下がった日の翌日のボラティリティが上昇
するというレバレッジ効果が現れる。提唱さ
れたオリジナルなGARCHモデルは過去の収益
率の正負に対して対称なボラティリティプ
ロセスとなっており、このレバレッジ効果を
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表すことができない。そのため、レバレッジ
効果を表すことができるように非対称なボ
ラティリティプロセスに修正した GJR や
EGARCH モデル等が提案されている。 
 
２．研究の目的 
 GJR や EGARCH モデルでは、ボラティリティ
の非対称性を多項式で表している。しかし、
多項式に基づくモデルが金融市場のデータ
に一番よく当てはまるかどうかは明らかで
ない。本研究では、GARCH モデルのボラティ
リティプロセスを有理関数（分数関数）で表
したモデルを構築し、そのモデルの有効性を
他のモデルと比較する。モデルパラメータの
推定にはベイズ推定を用いる。 
GARCH モデルの誤差項は標準正規分布が利

用されることが多いが、正規分布より裾野の
広がった分布を利用した方が金融時系列デ
ータにフィットするという既存研究がある。
しかし、どのような分布形が一番フィットす
るかは明らかでない。有理関数を利用して裾
野の広がった分布を表すことも可能である
ので、本研究では、GARCH モデルの誤差項を
有理関数で表したモデルも構築する。そして、
このモデルに対してもベイズ推定を開発し、
既存モデルとの比較をする。 
 
３．研究の方法 
 本研究ではGARCHモデルのボラティリティ
プロセスが以下の有理関数で表されるモデ
ル(R-GARCH モデル)を提案する。 
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ここで、
2

t は時刻ｔでのボラティリティ、

1ty は時刻 t-1 での収益率を表す。また、α,

α2,β,ωはこのモデルのパラメータである。

このモデルにおいて、α2が非対称性を導入し、

特に正の値の場合、前日の収益率が負の場合

にボラティリティが大きくなるという実証

的に観測されているレバレッジ効果を出す

ことができる。 

本研究ではモデルパラメータをベイズ推

定によって推定する。ベイズ推定はマルコフ

連鎖モンテカルロ（ＭＣＭＣ）法によって実

行するが、そのためのＭＣＭＣ法は多次元ス

チューデント分布を提案分布とする

Metropolis-Hastings 法によって開発する。

そして、開発したＭＣＭＣ法を用いて、東京

証券取引所で取引される株価の収益率デー

タに対してベイズ推定を実行し、R-GARCH モ

デルのパラメータを決定する。また、GJR と

EGARCHの非対称GARCHモデに対してもベイズ

推定を実行しモデルパラメータを決定する。 

R-GARCH モデルと他の非対称GARCH モデルと

の比較はDIC 及び AICの情報量基準によって

比較し、どのモデルがより株価収益率データ

にフィットするか判断する。 

 GARCH モデルの誤差項に有理関数を用いた

モデル（GARC-RE モデル）は以下の分数関数

で表される確率分布を誤差項に用いる。 
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ここで、ｑはパラメータであり、GARCH モデ
ルのパラメータと共に時系列データにフィ
ットするようにベイズ推定によって求める。 
そして、GARCH-RE モデルと正規分布を誤差項
に用いた GARCH モデルの比較をDIC 及び AIC
によって行う。 
 モデルから推定されたボラティリティの
精度を比較するために、高頻度データによっ
て計算された実現ボラティリティを真のボ
ラティリティと仮定し、実現ボラティリティ
からのズレの大きさによって推定されたボ
ラティリティの精度を測定する。また、実現
ボラティリティには計算する際にマイクロ
ストラクチャーノイズや取引のない時間帯
の影響等のバイアスが存在するので、それら
のバイアスを避ける方法や実現ボラティリ
ティの性質等についても研究する。 
  
４．研究成果 
 R-GARCH モデルのベイズ推定をＭＣＭＣ法
で実行する方法を開発した。ＭＣＭＣ法は多
次元スチューデント分布を提案分布とする
Metropolis-Hastings 法を利用した。多次元
スチューデント分布のパラメータはモデル
の事後分布を近似するパラメータに設定す
べきであるが、あらかじめ分かってはいない。
そこで、初めに簡単な Metropolis 法を実行
して生成したモンテカルロデータからそれ
ら の パ ラメ ー タを 見積 も り、 そ の後
Metropolis-Hastings 法を実行する。そして、
実行しながら、それまでに蓄積されたデータ
を利用してパラメータを再計算することで、
Metropolis-Hastings 法を進める。 

図１は Metropolis-Hastings 法における
1000 アップデイトごとのアクセプタンスで
ある。アップデイトを始めた段階ではアクセ
プタンスは低いが、アップデイトを進めると、
75～80％の高いアクセプタンスになってい
る。 

図 2は多次元スチューデント分布のパラメ
ータとして利用する共分散行列の値の変化
を表している。図 1 と同様に 1000 アップデ
イト毎の値であるが、アップデイトを進める
と早い段階である値に収束している。 

この方法で生成されたモンテカルロデー
タの自己相関関数を計算し、相関時間を求め
ると非常に小さい結果となり、ここでのＭＣ
ＭＣ法の効率が良いことが分かった。 



 

 
 図１ Metropolis-Hastings法におけるア

クセプタンス（R-GARCH モデル） 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 2 共分散行列（R-GARCHモデル） 
 
次に開発したＭＣＭＣ法を用いて、東京証

券取引所で取り扱われている株価データに
対してベイズ推定を実行した。ここで用いた
株価データは、１：パナソニック、２：新日
鉄、３：キャノン、４：セブン＆アイ、５：
ファナックの５つである。そして、2006 年 7
月 4日～2009年 12月 30日までの日次終値を
利用した。 
R-GARCH モデルと既存モデルの比較を行う

ために、対称なモデルとして、GARCH モデル、
非対称なモデルとして、EGARCH,GJR モデルに
対しても同様にベイズ推定を実行した。モデ
ルの時系列データに対する適合度を比較す
るために情報量基準である AIC と DIC を測定
した。表 1は AIC の結果を表している。ここ
での AIC の定義は、小さい値の方がより適合
度が良いことを表す。AICの値は非対称GARCH
モデルの方が対称なGARCHモデルよりも小さ
い値となり、非対称 GARCH モデルがより株価
データに合致する結果となった。すなわち、
株価のボラティリティにはレバレッジ効果
があることを示している。一方、非対称 GARCH
モデルの中でどのモデルがよいかは、株価デ
ータによって違っている。表１の２（新日鉄）

と４（セブン＆アイ）の株価では R-GARCH モ
デルが一番合致しているが、他の株価では
EGARCHまたはGJRモデルが合致する結果とな
っている。従って、株価データによってどの
非対称 GARCH モデルが一番良いかは変わり、
R-GARCH モデルも有効な非対称 GARCH モデル
の候補として扱えると結論できる。DIC の結
果はここでは示してないがAICと同様の結果
となった。 
 
表１ AIC 
 1 2 3 4 5 
GARCH 3735.9 4029.0 3855.6 3604.8 3923.0 

R-GARCH 3731.7 4020.2 3847.9 3583.7 3907.9 

EGARCH 3719.0 4025.2 3837.4 3592.9 3901.8 

GJR 3724.9 4024.3 3840.0 3584.7 3898.1 

 

 

 図 3  Metropolis-Hastings法におけるア
クセプタンス（GARCH-RE モデル） 

 

図 4 共分散行列（GARCH-RE モデル） 
 
誤差項に有理関数を利用した GARCH-RE モ

デルについても多次元スチューデント分布
を利用したMetropolis-Hastings法を開発し
た。ベイズ推定は 2006 年 7 月 4 日～2009 年
12 月 30 日までのパナソニック(株)の日次終
値株価を利用して実行した。 

図 3は Metropolis-Hastings法でのアクセ
プタンスを表している。R-GARCH モデルの時
と同様にアップデイトを進めるとアクセプ



タンスは上昇し、60～70％のアクセプタンス
となっている。図 4は多次元スチューデント
分布に用いる共分散行列の値の変化を表し
ている。R-GARCH モデルの時と同様に、早い
段階で収束しているように見える。 
GARCH-RE モデルと標準正規分布を誤差項

に用いた GARCH モデル(GARCH-N モデル)との
比較は AIC と DIC を用いて行った。その結果、
AICとDICのどちらもGARCH-REモデルの方が
収益率データにより合致する結果となった。 
更に、モデルから推定されるボラティリテ

ィの精度を見積もるために、実現ボラティリ
ティとの比較を行った。 
 

 

図 5 推定されたボラティリティ時系列 
 

 

図 6 ボラティリティの精度 
 
図５は GARCH-RE,GARCH-N モデルから推定

されたボラティリティの時系列を表してい
る。cRV(1)は実現ボラティリティを表し、1
分毎のサンプリングされたデータから計算
している。ｃはマイクロストラクチャーノイ
ズを修正するための Hansen-Lunde ファクタ
－である。 
 図６は実現ボラティリティからのズレを
ＲＭＰＳＥ（Root Mean Square Percentage 
Error）で測定した値である。横軸は実現ボ
ラティリティ計算に用いたサンプリング時
間（分）である。ＲＭＰＳＥはサンプリング

時間が 2～6 分で最低値を取っており、また
GARCH-RE モデルの方が小さい値となってお
り、GARCH-RE モデルの方が精度が良いと言え
る。 
 実現ボラティリティの性質についても研
究を行った。実現ボラティリティは有限のサ
ンプル数で計算されるので、有限サンプル数
によるバイアスがある。このバイアスについ
て、収益率を実現ボラティリティで標準化し
たデータを用いて研究を行った。分布混合仮
説が成り立っていれば、標準化した収益率は
標準正規乱数となると期待される。つまり、
それらの分散は１で尖度は 3 となる。一方、
バイアスがある場合、分散は１で変わらない
が、尖度は 3以下となることが理論的に期待
される。 
 

 
 図 7 実現ボラティリティによって標準化

した収益率の尖度 
 
 図７は野村証券（株）の株価収益率データ
を実現ボラティリティで標準化した後、計算
した尖度の値を表示している。日本市場では
取引が前場（ＭＳ）と後場（ＡＳ）に分かれ
ているので、前場と後場に分けて計算を行っ
た。横軸はサンプリング時間（分）を表して
いる。サンプリング時間が大きくなると実現
ボラティリティの計算に用いるサンプル数
が少なくなり、バイアスが大きくなる。その
ために、サンプリング時間が大きくなるほど
尖度の値は3からのズレが大きくなることが
分かった。また、これらのズレは理論的に期
待される値と一致することが判明した。 
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