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研究成果の概要（和文）：

本研究の主なる研究対象である散在型有限単純群 J4 の Full defect のブロックについて分解
行列を計算する上で、J4 とその極大部分群の指標的な計算だけでは、不十分であることが明
らかになった。J4 の通常表現の構成方法を応用して、代数解析ソフトウェア GAP 上で J4 の
２つの極大部分群の表現から Amagamation を利用して標数３の体上で J4 の具体的なモジュ
ラー表現を構成する方法を求めた。また、J4 の 1333 次元の既約加群が、p=3 において Trivial 
Source 加群であることを証明した。

研究成果の概要（英文）：
It has been clear that the calculations of characters in the sporadic finite simple group 
J4 which is the main object in this project and its maximal subgroup are not enough for 
the decision of decomposition matrix of the full defect blocks in J4. We found the concrete 
way of the construction of modular representations over a field of  characteristic 3 by 
the algebra analysis system GAP using the Amagamation from two representations of maximal 
subgroups of J4. This construction is deduced from the construction of the ordinary 
representation of J4. We also proved the irreducible p-module of dimension 1333 of J4 
is trivial source module in case that p=3.
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１．研究開始当初の背景
(1) 散在型有限単純群の分解行列の決定

２６個の散在型有限単純群について、現
在１８個の単純群で全ての素数 p に対

する分解行列が決定している。しかし、
未解決で残っている単純群 Ly, Th, F23, 
Co1, J4, Fi'24, B, M は、群自身の位数や
極大部分群との指数が非常に大きく、部
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分群からの単純な誘導表現や、テンサー
積の情報だけでは分解行列を得る事が
不可能である。p = 2 については、J. 
Thackray により、Ly, Th, Co1, J4 の解
析が進められている。奇素数の場合では、
Th について、G. Hiss, J. Meuller、Co1
について、F. Noeske、そして F23 や
Fi'24 については、C. Jansen が計算機
を用いた具体的な表現の構成により、部
分的な分解行列の解析に成功している。
このとき、モジュラー表現の次元を小さ
くする手法として、群環 kG の巾等元を
用いて k 上の異なる環上の次元の小さ
いモジュラー表現に変換する事で、表現
の解析が行われるが、どの様な巾等元を
選ぶかは、今までの経験や試行錯誤に頼
る部分が大きい。具体的な表現の構成を
行わず計算機を用いた射影指標の構成
を使う手法では、研究代表者により、p = 
3 の場合で、ヤンコー群 J4 の分解行列
の部分的な決定が行われた。26 番目に
発見された J4 は、散在型の中でも特に
他の有限群との関わりが見いだせない
例外的な単純群として知られている。

(2) Broue 予想と分解行列
有限群のモジュラー表現論では、1990 
年に示された Broue 予想が未解決な最
も重要な問題と考えられている。ブロッ
クに付随して、不足群と呼ばれる p–群 D 
が定義されるが、Broue 予想とは、可換
な不足群 D を持つ G と NG(D) のブロ
ックの表現が作る圏が導来同値となる
という予想である。本来、Broue 予想の
確認は、分解行列などモジュラー表現の
基本的な情報がそろっている事を前提
に行われてきているが、越谷・功刀の論
文に見られるように、分解行列が完全に
決定する前に Broue 予想の確認過程で
得られる G の直既約表現の Green 対
応から未確定な分解行列の決定に利用
できる情報が得られている。

(3) ヤンコー群 J4 の分解行列について
J4 については、研究代表者により、す
べての奇素数に対する極大部分群の分
解行列と p = 3 に関する J4 の分解行列
の部分的な結果がすでに論文となって
いる。また、分担者の功刀による論文に
より、p = 3 における Broue 予想の確認
が行われている。p = 11 に対しても、研
究代表者により一般分解行列が決めら
れている。

２．研究の目的
(1) p=3 に対する J4 の分解行列を確定

p=3 の場合について、その極大部分群で
の情報はすべて確定している。また、J4 
の主ブロック以外の分解行列がいくつ

かのパラメータを除き確定している。
Broue 予想の確認が終わっているため、
J4 の直既約モジュラー表現と Green 
対応する局所部分群の直既約モジュラ
ー表現の構造も一部計算が可能であり、
これらの情報を元に J4 の直既約射影表
現の構造を解明する事で、p=3 に対する
分解行列の確定を目指す。

(2) MOC system の改良・実装
Meataxe や MOC system に代表され
る既約モジュラー表現や既約 Brauer 
指標を構成・解析プログラムを利用して、
J4 の既約 Brauer 指標の構成を行う。
特に、GAP 上で開発が続けられている
MOC system を改良して、通常既約指
標を既約 Brauer 指標に分解する機能
を追加する。これらは、本研究の目的で
ある J4 だけでなく今後分解行列を解析
する他の有限単純群に対しても活用で
きるように、利用方法や利用事例を付け
たドキュメントの作成を行い、プログラ
ムと一緒に広く公開する。

(3) p=11 に対する J4 の分解行列を確定
p=11 の場合も、その極大部分群での情
報はすべて確定している。まずは、p=3 
の場合と同様に計算機による射影指標
の計算を利用して、分解行列の解析を進
める。更に、J4 の Sylow 11-部分群が
Trivial intersection であるため、局所部
分群のコホモロジー環の構造は、J4 の
コホモロジー環と一致することが知ら
れている。このコホモロジー環の情報を
分解行列の決定に利用する。

(4) モジュラー表現の国際研究集会の開催
散在型有限単純群の分解行列は、部分的
な情報が Web 上に公開されているもの
の、詳細な計算方法や厳密な証明などは、
論文として公開されていないものも多
い。国際研究集会を開催する事で、散在
型有限単純群の分解行列についての情
報を集約することは、今までまったく手
を付けられていない残された問題に対
応する上で不可欠である。この研究集会
で得られた研究成果をまとめ、散在型有
限単純群の分解行列についての現状と
今後期待される発展の方向を報告集と
してまとめ、広く公開する事は分解行列
を使った Broue 予想等の検証のために
も、重要な作業と考える。

３．研究の方法
(1) 計算機を用いた具体的な表現構成

計算機を用いた具体的なモジュラー表
現の構成は、ドイツのアーヘン大学を中
心に、散在型有限単純群の分解行列の決
定で多くの結果
(http://www.math.rwth-aachen.de/~MOC/)



を与えている。研究代表者が行った J4 
の分解行列の解析でも、計算機による射
影指標の計算が大きな役割を演じてい
た。また、群の一般化とも考えられるア
ソシエーション・スキームでは、分担者
の花木を中心に、アソシエーション・ス
キームのモジュラー表現が定義され、そ
の分解行列の議論も行われている。更に、
アソシエーション・スキームは、群環よ
りも次元の小さい Hecke 環を典型的な
例として含む。この Hecke 環の表現を通
して元の群の表現に関する情報を得る
手法が、O. Michler, G. Hiss らによっ
て示された。これにより、アソシエーシ
ョン・スキームの分解行列から群環の分
解行列を得る道も開かれた。

(2) p-部分群の融合構造の利用
コホモロジー環H*(G, k) は、有限群G の
p-部分群の融合構造から決まることが
1950 年代から知られていたが、1990 年
の Mislin の定理で、その逆も証明され
ている。更に 2007 年には、分担者の飛
田により Mackey 関手を用いることで、
両者の対応が具体的に構成出来る事が
示された。この p-部分群の融合構造は、
局所部分群との関係を解析する上でも
重要な情報となり、Mackey 関手がモジ
ュラー表現において、局所的な構造と全
体構造関連づける上で有用な手段とな
ることが期待できる。

(3) 導来同値を用いた圏論的な議論
有限群G とその局所部分群H との間で、
Broue 予想の確認を行うときは、G の既
約モジュラー表現と対応する H の直既
約な表現を構成し、この対応から導来同
値を導いてきた。この場合、分解行列な
どモジュラー表現の基本的な情報が不
可欠となる。ところが、分担者の功刀の
論文では圏論的な議論を通して、導来同
値を導き、そこから G の既約モジュラー
表現の Green 対応となる H の直既約な
表現を得ている。これより、導来同値を
用いた圏論的な議論から分解行列の確
定に利用できる情報が得られる可能性
がある。

４．研究成果
(1) J4 の通常表現の構成方法を応用して、

代数解析ソフトウェアGAP上でJ4の２
つの極大部分群の表現から Amagamation
を利用して標数３の体上で J4 の具体的
なモジュラー表現を構成する方法を求
めた。

(2) J4 の 1333 次元の既約加群が、p=3 にお
いて Trivial Source加群であることを証
明した。

(3) 2012 年 8月 31 日から 9月 2日にかけて

静岡県浜名湖において、研究代表者が主
催した国際的な研究集会が開催した。こ
の研究集会では、越谷重夫氏、奥山哲郎
氏、渡辺アツミ氏などの有限群のモジュ
ラー表現に関連する国内の研究者およ
び海外でモジュラー表現論における最
新 の 結 果 を 発 表 し て い る Karin 
Erdmann 氏(オックスフォード大学) 、
Burkhard Kuelshammer 氏(イェーナ
大学)、John Murray 氏(アイルランド国
立大学) を招請して、相互の情報交換か
ら最終的な分解行列決定に必要な情報
が得られた。
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