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研究成果の概要（和文）：位数が小さいシロー部分群をもつ有限単純群を分類し、分類に現れる群のシロー部分群とな
り得る群の決定を行い、その中で、考えている素数が小さく、かつ、シロー部分群が非可換の場合に、その群上のフュ
ージョン・システムの分類を行った。
また、上で現れる有限単純群でシロー部分群およびそれ上のフュージョン・システムが同じ場合、主ブロックの指標間
にパーフェクト・アイソメトリが存在することをほとんどの場合に確認した。なお、その際、一般化されたパーフェク
ト・アイソメトリが存在すると予想されていたが、本研究で確認できたものは通常のパーフェクト・アイソメトリであ
った。

研究成果の概要（英文）：We classify finite simple groups having small Sylow subgroups and determine the 
structure of groups appearing as Sylow subgroups of those finite simple groups. Moreover, in the case 
where the prime is small and a Sylow group is not abelian, we determine fusion systems over such Sylow 
groups.
For finite simple groups appearing in the above classification with the same Sylow subgroups and the same 
fusion systems over them, we construct perfect isometries between the set of irreducible characters 
belonging to the principal blocks of them. These isometries are those defined by Broue, namely, the 
ordinary perfect isometries, and not generalizations of them.

研究分野： 群および多元環の表現論

キーワード： 有限群　指標　フージョン・システム　ブロック　パーフェクト・アイソメトリ　シロー部分群　ブル
ーエ予想　有限単純群
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１．研究開始当初の背景 
 有限群の表現論では、以前から有限群 Gと

そのシロー部分群 P の正規化群 H=NG(P)につ

いて、その既約表現の関係を解明することが

大きな目標であった。1980 年代には、ブルー

エによって予想が定式化（パーフェクト・ア

イソメトリの存在予想、導来同値の存在予

想）されたが、これは、P が可換の場合のみ

の予想であった。 

 P が可換であれば、P を中心にした共役関

係を記述するフュージョン・システムが Gと

H について等しいという背景がブルーエ予想

にはある。  

 P が非可換の場合のフュージョン・システ

ムの記述は容易ではなく、例えば、A.Ruiz, 

A.Viruel により、ようやく一部の非可換群の

場合に分類が完成した所であった。このよう

に、P が非可換の場合のフュージョン・シス

テムの分類の第一歩が踏み出されたことを

踏まえると、ブルーエ予想の定式化は Pが一

般の場合に拡張されるべきであり、実際、

A.Ruiz, A.Viruelが分類した場合の研究など

に基づき、ブルーエ予想を Pが非可換の場合

に拡張する方向性が見え始めていた。 

 

２．研究の目的 

 有限群のシロー部分群 P 上のフュージョ

ン・システム間の同値関係と既約表現間のパ

ーフェクト・アイソメトリとの関係を解明し、

P が非可換である場合のいくつかの例につい

て、一般化されたパーフェクト・アイソメト

リの存在を立証する。より具体的には、以下

の通りである。 

(1) P が非可換である場合に、できるだけ多

くの例について、一般化されたパーフェク

ト・アイソメトリの存在を立証する。 

(2) フュージョン・システムの同値類を考察

し、どの同値関係がどの程度強いパーフェク

ト・アイソメトリの存在を導くかについて多

くの事例を検討し、その定式化を試みる。 

(3) 一般化されたパーフェクト・アイソメト

リの加群論的、圏論的意味付けについて考察

する。 

 

３．研究の方法 

(1) 位数が pの 4乗である非可換群の場合に

それ上のフュージョン・システムの分類を試

みる。シロー群が同じで、それ上のフュージ

ョン・システムも同じである群の主ブロック

間に一般的なパーフェクト・アイソメトリが

存在することを立証する。 

(2)一般化されたパーフェクト・アイソメト

リとフュージョン・システム間の同値関係を

精査する。このことから、フュージョン・シ

ステムのどのような同値性のもとで、どのよ

うな不変量が保存されるのかを明らかにす

る。これは、シロー群 P をもつ有限群 G と P

の正規化群 H=NG(P)では、いわゆる高さ

（height）が 0である既約指標の個数が同じ

になるのではないかというアルペリン-マッ

カイ予想の背景をフュージョン・システムの

同値性から考察することである。 

(3) ブルーエ予想の場合、パーフェクト・ア

イソメトリの存在のみならず、ブロック多元

環間の導来同値の存在も予想されている。一

般化されたパーフェクト・アイソメトリにつ

いても加群論、圏論的見地から、その背景を

考察する。シロー部分群 P が非可換の場合、

一般的には導来同値は成立しないので、加群

圏の導来圏だけではなく、その部分圏、商圏

など、導来圏に付随する圏との関係も考察す

る。 
 
４．研究成果 

(1) 有限単純群の分類結果とそのシローp-部

分群（pは奇素数）についての知られた結果を

用い、位数がpの4乗, 5乗, 6乗であるp-群P

をシローp-部分群にもつ単純群の分類を完成

した。分類には、Gorenstein 等による単純群

のシローp-部分群の分析結果を用いた。分類

に現れる群は、散在型のものは極めて少なく、



特に例外的な構造のシローp-部分群をもつ有

限単純群は散在型のみであった。 

(2) (1)の結果において、Pが非可換の場合は、

Pの位数がpの4乗の場合は、コンウエイの散在

型単純群Co1以外は p=3の場合に限られ、その

場合に現れるPの同型類は次数9の対称群のシ

ロー3-部分群に同型なものと、D型のシュバレ

ー群の位数3の自己同型により得られるねじ

れ型の単純群のシロー3-部分群に同型なもの

に限られる。従って、Pとそれ上のフュージョ

ン・システムとしては、極めて限られたもの

しか存在せず、実際、p=3の場合については、

フュージョン・システムの分類もほぼ完成し

ている。 

(3) (1)の結果において、Pが非可換の場合は、

Pの位数がpの5乗、6乗の場合も、p=3、5、ま

たは、7の場合に限られ、散在型の単純群では、

Pの位数が3の5乗のときのヤンコの3番目の群

J3、3の6乗のときのマクラフリンの群McL、7

の6乗のときのモンスターMなどである。さら

に、散在型でない単純群については、Pの構造

も限定的なものに限られる。 

(4) P の位数が 3 の 4 乗でPが非可換の場

合、(1)(2) の分類で得た単純群の中で、シロ

ー3-部分群およびそれ上のフュージョン・シ

ステムが同じである有限シェバレー群につい

ては、そのほとんどの場合に、主ブロック間

にパーフェクト・アイソメトリが存在するこ

とを確認した。具体的には、6次一般線形群、

7次一般線形群、6次ユニタリ群、7次直交群、

8次直交群、6次斜交群から得られる単純群で

ある。ここで存在が確認されたパーフェク

ト・アイソメトリは一般化されたものではな

く、元々ブルーエが定義したパーフェクト・

アイソメトリである。なお、本研究開始以前

に知られていた4次一般線形群、4次ユニタリ

群や交代群の場合と合わせ、Pの位数が3の4

乗でPが非可換の場合のパーフェクト・アイソ

メトリについては、基本的な場合はほぼすべ

て存在を確認したことになる。 

(5) P の位数が 3 の 5 乗でPが非可換の場

合については、同じPをシロー3-部分群にもち、

P上のフュージョン・システムも同じである単

純群をいくつか選び、主ブロック間にパーフ

ェクト・アイソメトリが存在することを確認

した。この場合も計算した例については、一

般化されたものではなく、従来のパーフェク

ト・アイソメトリの存在が確認できた。なお、

(4)(5)におけるパーフェクト・アイソメトリ

の計算には、群論計算システムGAPを用いた。 

(6) (2)で述べた位数が 3 の 4 乗である非可

換群と類似の構造をもつ、位数が pの p+1 乗

の非可換群(具体的には次数が p の 2 乗の対

称群のシローp-部分群)の構造分析を進め、

その共役類、自己同型、組成列などを決定し

た。これらは、この群上のフュージョン・シ

ステムの分類にあたって必要不可欠なプロ

セスである。 

(7) シローp-部分群がいわゆる自明交叉の

場合のパーフェクト・アイソメトリの一般化

については、連携研究者である楢崎が分析を

進め、単純群の場合、および、中心による剰

余群が単純群になる場合で、シローp-部分群

およびそれ上のフュージョン・システムが同

じ場合は、主ブロックの既約指標間に一般化

されたパーフェクト・アイソメトリ、および、

局所的な部分群の指標の対応も含む概念で

あるアイアイソタイプが存在することを確

認した。 
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