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研究成果の概要（和文）：非可換な有限群をガロア群とするガロア拡大を具体的に取り扱うことを主眼として研究した
。6次可移群の複比型ネーター問題については、2つの非可解可移部分群を除いて肯定的な結果を得た。複比の体と差の
比の体との固定体の間の相対的有理性については、対称群の場合には奇数次では肯定的であり偶数次では否定的である
ことを示し、偶数次の幾つかの場合にも否定的な結果を得た。種数1で6次のデッサンについては1つの価数リストを除
いて定義方程式を決定し、この範囲では既知の不変量が一致するデッサンは全てガロア共役であることが判った。また
、生成的多項式を用いて、与えられた惰性条件を満たす代数体の存在・非存在に関する結果を得た。

研究成果の概要（英文）：Our research intends to study Galois extensions with non-commutative Galois 
groups concretely. On Cross-Ratio Noether Problem for transitive groups of degree six, we obtained 
affirmative answers with explicit generators except two non-solvable subgroups. On Relative Rationality 
between the fixed fields of the fields of cross-ratios and the fields of ratios of differences, for the 
cases of the symmetric groups, it was shown to be affirmative for odd degrees and to be negative for even 
degrees. We also obtained negative answers for some subgroups of the symmetric groups of even degrees. We 
determined the defining equations of the dessins d'enfants of genus one of degree six except one valency 
list, and confirmed that known Galois invariants of dessins distinguish their Galois orbits in these 
cases. We showed the existence and non-existence of number fields with given prime inert conditions by 
means of generic polynomials.

研究分野：整数論

キーワード： 整数論　代数学　ガロア理論　アルゴリズム
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１．研究開始当初の背景 
 
代数的整数論において、所与の代数体と有

限群とに対し、その群をガロア群に持つ拡大
体を統制することは、最も基本的な問題の一
つであるが、非可換群に対しては未だに満足
できる包括的な一般論があるとは言えず、今
日なお実験的な観察・研究も意義が大きい。 
 
(1)特に非可換な有限群をガロア群とするガ
ロア拡大の構成手法として、ネーターの問題
「有理関数体に有限群が変数の置換で作用
する時、その固定体が再び有理的であるか」
及びその一般化は有力な処方であるが、個々
の有限置換群の性質に依存する極めて非自
明な問題であり、特に非可解群に関して知ら
れている非自明な結果は極めて少ない。 
 
(2)代数体のガロア拡大の構成では、代数多
様体のガロア被覆を考えることも有力であ
る。射影直線の 3点分岐被覆はその最も基本
的かつ豊富な対象で、デッサンと呼ばれるグ
ラフで表される。射影直線間の被覆である種
数 0のデッサンについては計算も容易であり、
組織的・網羅的な研究も進んでいるが、一方
で、正種数のデッサンについては網羅的な研
究が余り進んでいない。 
 
(3)生成的多項式の具体的な構成は代数的整
数論に多くの有用な具体例を提供する。既に
知られている群に対しても、より簡潔な係数
を持つ生成的多項式を得ることは、分岐の統
制や単数の構成など整数環上の性質を考察
する上で意義が大きい。 
 
２．研究の目的 

 
非可換群をガロア群に持つ代数体の拡大

（非可換ガロア拡大）や代数多様体の被覆
（非可換ガロア被覆）について、主に明示的
な例の構成や実験的な計算により、上記に関
する具体的な知見を得るとともに、代数的整
数論の研究において計算できる実例を提供
することを目的とする。 
 
(1)ネーターの問題の一般化のうち、変数の
複比が生成する体に関して、変数への置換で
有限置換群が作用している時の固定体の有
理性を問う「複比型ネーター問題」に取組む。 
①位数の小さい非可解群の場合を目標に、6
次可移置換群の場合など、様々な置換群に対
してなるべく統一的に論ずる。 
②変数の複比の体と変数の体との固定体の
間の相対的有理性に関して明らかにする。こ
れが肯定的なら複比型ネーター問題から
元々の置換ネーター問題が従う。 
 
(2)代数多様体の被覆を通じて、代数体のガ
ロア群の表現を具体的に考察する。 
①正種数のデッサンについて、その定義方程

式を明示的に求めるための組織的な方法を
確立する。具体的には種数 1 の 6 次の場合に
定義方程式を明示的に求め、そのガロア軌道
を明らかにする。 
②多項式の分解式に関連するモジュライ空
間の間の射について、低次の場合に単発的に
知られていることを、一般の分解式について
大きな枠組の中で捉える。 
 
(3)簡明な生成的多項式を具体的に構成し、
その応用として整数環上の性質を探求する。 
①複比型ネーター問題から構成された生成
的多項式は簡潔な係数を持つことが多く、特
殊化により単数を根とした多項式が得られ
ることもある。その仕組みについて詳しく解
明し、様々な場合に簡潔な係数を持つ生成的
多項式を得る手法を確立する。 
②生成的多項式の助変数を特殊化する値と
素数の分解の関係について、既に知られてい
るよりも高次の生成的多項式でも考察し明
らかにする。 
 
３．研究の方法 
 

一般的な数学の研究と同様に、個別の研究
に加えて定期的・不定期的なセミナーによる
共同研究を行ない、年に数回は関連分野の研
究集会に参加して、情報交換や議論を行なう。
個別の研究では計算機による数式処理を活
用する。商用数学ソフトウェア Maple の他、
Pari/GP,GAP などオープンソースの数学ソフ
トウェアも多く利用する。最終的に整理され
て手計算でも確認できるような簡明な表示
を得ることが望ましいが、それまでには大き
な計算機資源と計算時間・試行錯誤・深い洞
察力が不可欠である。中心的な計算機として
は大学所有の大容量メモリを搭載した大型
計算機を主に用い、補助的にノートＰＣを用
いてセミナー時においても活用する。一部の
研究は研究補助者の大学院生と共に進める。
研究補助者も含めた態勢の強化については、
主に学内の研究分担者と協力して行なう。 
 
(1)複比型ネーター問題については、幾何的
な由来である標点付射影直線のモジュライ
空間の関数体への置換群の作用に着目する。 
①特に 6次交代群を含む非可解可移群の場合
を目標に、6 次可移置換群について、互いの
包含関係を辿ってなるべく統一的に論ずる。
その後、引続き 7 次置換群の場合を目指す。 
②変数の複比の体と差の比の体との固定体
の間の相対的有理性に着目し、特に次数の偶
奇による状況の違いを考察する。 
 
(2) 代数多様体の被覆の中でも、正種数のデ
ッサンやモジュライ空間の間の射について
考察する。 
①正種数のデッサンの計算では、種数 1 で 6
次で完全分岐する点がない場合に、群論的な
不変量を用いて分類した後、計算代数ソフト



ウェアを活用して定義方程式を明示的に求
め、そのガロア軌道を明らかにする。より高
次のデッサンについては比較的簡単に求ま
る場合の観察に留めて、群論的な不変量の考
察を主に行なう。特に、種数 1で 2 点完全分
岐するデッサンについて組織的に扱う方法
を考察し、既知の結果の再整理・簡明化にも
役立てる。 
②多項式の分解式に関連するモジュライ空
間の間の射については、4次多項式の Ferrari
分解式が定める 4次から 3次への射の場合と
同様な手法を、5 次多項式の Weber 分解式が
定める 5次から 6次への射に適用して考察し、 
一般の分解式についての手掛かりとする。 
 
(3)変数の複比の体への置換群の作用を考察
することにより、簡明な生成的多項式を構成
し、それを応用することを目指す。 
①複比型ネーター問題から構成された生成
的多項式は簡潔な係数を持つことが多いの
で、その仕組みについて詳しく解明し、様々
な場合に簡潔な係数を持つ生成的多項式を
得る手法を確立する。特に、5 次交代群の場
合には 6 次・10 次で単数を根とする生成的多
項式を得ているので、この仕組みをより明ら
かにすることで、6 次置換群などの場合にも
同様の多項式を得ることを目指す。 
②簡明な生成的多項式を利用して、助変数を
特殊化する値と根体や分解体に於ける素数
の分解の関係について考察し、素数の分解様
式を指定した代数体の存在・非存在の問題に
応用する。 
 
４．研究成果 
 
(1)複比型ネーター問題に関して： 
①6 次可移群の複比型ネーター問題について
は、全ての可解可移部分群と 6次対称群自身
および可移な 5次対称群については肯定的な
結果を得た。特に 6 次対称群の場合を除いて
は、統一的な道具立ての下で互いに関連した
形で固定体の生成元を具体的に得ることが
出来た。早稲田大学の橋本喜一朗氏との共著
で、これらの結果を整理してまとめ、原著論
文格の査読つき国際集会報告集に掲載・出版
された（論文③）。6次交代群および可移な 5
次交代群については、非常に大きな計算が必
要となり、解決には至らなかった。 
②複比の体と差の比の体との固定体の間の
相対的有理性問題については、次数の偶奇で
全く状況が異なり、対称群の場合には、奇数
次では肯定的であり、偶数次では否定的であ
ることが判った（論文⑦）。奇数時の場合に
はこれより全ての置換群に対して肯定的で
あることが従う。偶数次の場合には一般には
不明だが、特定の巡換型の元を含む置換群に
ついては否定的であることが判った。2 冪次
の場合には全ての可移群がこの条件を満た
し否定的となる。また 6次の場合にはこの条
件を満たさない可移群もあるが、個別の計算

により全ての可移群に対して否定的である
ことが判った。以上の結果をまとめ現在投稿
中である。 
③その他、与えられた置換群を根の置換とし
て実現するような多項式の構成法や、6 次ネ
ーター問題における外部自己同型の作用と
の関係についても取り組んだが、まだ萌芽的
段階であり、発表には至っていない。 
 
(2)代数多様体の被覆を通じた研究： 
①種数 1で 6次で完全分岐する点がある場合、
および完全分岐する点はないが幾何的な対
称性を利用して種数 0のデッサンの計算に帰
着できる場合については、全ての定義多項式
を計算し、そのガロア軌道を決定した。その
結果、この範囲では、既知の不変量（価数リ
スト・モノドロミー群・ニールセン類・カル
トグラフィック群・自己同型群）が一致する
デッサンは全てガロア共役であることが判
り、この段階までを中間報告的に発表した
（論文④）。種数 1 で 6 次で完全分岐する点
がなく、しかも幾何的な対称性がない場合は、
未定係数法により得られる多変数高次の連
立方程式が不可避なため非常に計算が困難
である。このうち、不変量による分類により
定義体が高々実 2次体であることが判る 2つ
の価数リストについては、定義体で分岐する
可能性のある素数などの数論的情報と、近似
計算とを併用することにより、定義方程式を
決定することができた。この場合も既知の不
変量が一致するデッサンは全てガロア共役
であった。これで残る未解決な場合は価数リ
スト[51;51;42]のみとなったが、この場合は
定義体が 4次体になる可能性があり、より高
精度の近似計算や詳しい数論的情報が必要
になると思われる。また、種数 1で 2点完全
分岐なデッサンについては、すべて幾何的な
対称性を利用して種数 0のデッサンの計算に
帰着できることが判った。これについては、
近年の関連研究との関係について検討する
必要があり、発表には至っていない。 
②多項式の分解式に関連するモジュライ空
間の間の射については、5 次多項式のウェー
バー分解式が定める 5次から 6次への射につ
いて、4 次多項式のフェラーリ分解式が定め
る 4次から 3次への射に関する先行研究の類
似を意図したが、同様にはいかない部分があ
ることが判明し、今後の研究課題となった。 
 
(3)生成的多項式の構成と応用： 
①複比やその積を根とする多項式の統一的
な構成に関して、対称群の部分群対に対し、
変数の複比の積からなる或る性質を満たす
元のシステムを定義した。これを用いると適
切な条件下で定数項が±1 となる生成的多項
式が得られる。n 変数の複比が生成する乗法
群への対称群の作用が[n-2,2]型のヤング図
形に対応する既約表現となることから、有限
群の表現論を援用して、本構成法により所望
の多項式が得られる可能性のある 6次対称群



の部分群対を決定した。その後、多項式の明
示的な構成に臨んだが、多くの場合は計算が
困難で、具体的な結果を得たのは比較的簡単
な場合のみに留まった。これについては経過
報告的な口頭発表を行なった。 
②研究分担者の小松亨氏が中心となり、生成
的多項式の数論的性質を解明し、非可換なガ
ロア群を持つ代数体の数論の分析に活用す
る方法を研究考察した。生成的多項式に関す
る計算機実験から観察された数論的性質を
研究・応用し、与えられた惰性条件を満たす
代数体の存在・非存在に関する結果を得た。
高次の場合については数表を利用した大規
模な計算機実験を必要とする既存の方法で
は限界があったが、群論的分析を詳細に行な
って小さい計算に問題を還元することで、未
解決の場合の幾つかについて結果を得るこ
とができた（論文①）。また、従来の結果の
部分的な拡張として、虚 2次体の組の無限族
における或る条件を満たす不分岐拡大の存
在を、所望のイデアル類を具体的に構成する
手法により示した。 
 
(4)その他、研究分担者を中心として進めた
研究として、五味靖氏が有限群の表現論の観
点から有限体上のガウス和の一般化として
有限コクセター群上や A型岩堀ヘッケ環上に
ガウス和を定義し、また都築正男氏が保型Ｌ
関数の値に関して考察して、それぞれ結果を
得た（論文②⑤⑥）が、本研究の中心的な課
題と直接結びつくには至らなかった。 
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