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研究成果の概要（和文）：非特異射影多様体の有界導来圏は完備な強い意味での例外列を持つとき，ある有限次元代数
の有界導来圏に完全同値であることがBondalによって示されている．本研究ではこの結果からあるスペクトル系列を導
いた．さらに完備な強い意味での例外ベクトル束列を導来圏がもつとき，完備な強い意味での例外ベクトル束列による
連接層の局所自由分解を与えた．Peternell-Surek-Wisniewskiは端射線の理論を用いてネフなベクトル束の分類を射影
空間上で第１チャーン類が２以下の時と非特異２次超曲面上で第１チャーン類が１以下の時に与えていたが，本研究で
は上記の局所自由分解のみに基づいてこの分類の別証明を与えた．

研究成果の概要（英文）：A. Bondal shows that if the bounded derived category of coherent sheaves on a 
smooth projective variety admits a full strong exceptional sequence then it is exact equivalent to the 
bounded derived category of modules over some finite dimensional algebra. We deduced a spectral sequence 
from this theorem of Bondal. We also gave a resolution of a coherent sheaf in terms of a full strong 
exceptional sequence of vector bundles if the derived category admits such a sequence of vector bundles. 
As an application, we obtained a new proof of the classification due to Peternell-Surek-Wisniewski of nef 
vector bundles on projective spaces with the first Chern class less than three and on smooth 
hyperquadrics with the first Chern class less than two. Our proof is based only on this resolution and 
some cohomological study of nef vector bundles, whereas the original proof due to 
Peternell-Surek-Wisniewski is based on the theory of extremal rays and analysis of the corresponding 
contraction morphisms.

研究分野： 代数幾何学

キーワード： ベクトル束　例外列　局所自由分解　スペクトル系列　導来圏　射影多様体　ネフ
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１． 研究開始当初の背景 
A. Kuznetsov は，論文「Homological 

Projective Duality 」 (Publ. Math. Inst. 
Hautes Études Sci. No. 105 (2007), 
157-220)において，「ホモロジカル射影双対
(Homological Projective Duality)」なる概念
を導入し，その後，3 次元 Fano 多様体の導
来圏についても調べていた．ホモロジカル射
影双対は，N 次元射影空間 PN 内の非特異射
影多様体 X⊂PNの（連接層のなすアーベル圏
の有界）導来圏 D(X)の Lefschetz 分解と呼ば
れるある型の半直交分解と，ホモロジカル射
影双対多様体 (Homologically projectively 
dual variety)と呼ばれる（一般には非可換で
存在も特別な場合にしかわかっていない）多
様 体 Y → (PN) の̆ 導 来 圏 D(Y) の 双 対
Lefschetz 分解と呼ばれるある型の半直交分
解との間の対応で（ここで(PN) は̆射影空間
PN の双対射影空間を表す）， X の線形切断
の導来圏の半直交分解と，Y の対応する線形
切断の導来圏の半直交分解とのある種の対
応を誘導するもののことである．X の超平面
切断の場合にもう少詳しく言うと，X の超平
面 H⊂PN による切断 X∩H の導来圏 D(X∩
H)のある型の半直交分解とホモロジカル射
影双対多様体Y→(PN) の̆H∈(PN) 上̆のファ
イバーYH の導来圏 D(YH)のある型の半直交分
解との間の関係を与えるものである．（YHが特
異点をもつような H∈(PN) 全̆体の集合が，
ちょうどXの古典的な双対多様体X ⊂̆(PN) ，̆
つまり，Xと接する PN内の超平面全体の集合
となるので，Y はホモロジカル射影双対多様
体と名付けられた．）また，Kuznetsov は，X
が曲線のとき，非自明な Lefschetz 分解が存
在すれば，X⊂PN は射影直線の Veronese 埋
め込みになることも示していた．このことか
ら， X ⊂ PN の導来圏 D(X) が非自明な
Lefschetz 分解をもつということと，X⊂PN

が(射影空間などの)有理的多様体を射影空間
に埋め込んだものとしての構造をもつとい
うこととの間の何らかの関係が予想される． 

一方，射影幾何学的に著しい特徴をもつ
代数多様体は，しばしば，有理的連結多様体
としての構造，ないしは，有理的連結多様体
の族で覆われるという構造をもつ．例えば，
次のような場合がある．X⊂PN を射影空間
PN 内の n 次元非特異射影多様体で，超平面
に含まれていないものとし，SecX⊂PN を X
の割線多様体，つまり，X のすべての割線の
和集合の閉包とする．一般に SecX の次元は
N と 2n+1 の最小値以下となるが，SecX の次
元が Nと 2n+1 の最小値より真に小さいとき，
SecX は退化しているという．SecX が退化し
ていて，そのガウス写像による像の次元がと
りうる最大の値をとるとき，X の一般的な 2
点は 2 次曲線で結ぶことができて，有理的連
結多様体になる．また，非特異射影多様体 X
⊂PNの古典的な双対多様体X ⊂̆(PN) の̆次元
は，一般に N-1 以下であるが，N-1 より真に
小さいとき，双対多様体 X は̆退化していると

いう．双対多様体 X が̆退化しているとき，H
を双対多様体 X の̆一般の点とすると， X と
H の接触部分(contact locus)，つまり，(PN 内
に埋め込まれた)接空間 TxX が H に含まれる
点 x 全体の集合は X 内の線形部分空間（射影
空間）になる．よって，とくに X は有理直線
で覆われるという性質をもつ． 
  退化した双対多様体 X ⊂̆(PN) を̆もつよ
うな非特異射影多様体 X⊂PN の研究におい
ては，X⊂PNの法ベクトル束の性質の解明が
重要な役割を果たす．ここで，法ベクトル束
は豊富なベクトル束である．さらに，森理論
の登場以来，射影多様体 X とその上の豊富な
ベクトル束 E の組 (X,E)を，その随伴束
KX+detE のネフ性との関連で調べるという
ことがしばしば行われてきた． 
  以上述べたように，有理的連結多様体，
および，その上のベクトル束は，（森理論と
の関係からの研究に加えて，）従来から，射
影幾何学的あるいは偏極多様体論的研究に
おいても，よく現れ，活発に研究されている
対象であったが，新たに，ホモロジカル射影
双対という現象（の可能性）が見いだされ，
圏論的視点という，新たな視点からの研究が
見いだされつつあった．そして，このことは，
近年，代数多様体の導来圏が，いろいろな分
野との関連から新たな注目を集め，研究され
てきているという状況とも合致していた． 
  
２． 研究の目的 

上記の背景を踏まえ，本研究の目的は，
有理的連結多様体とその上のベクトル束を，
先に挙げた Kuznetsov の導来圏に関する研
究や射影幾何学（偏極多様体論）との関連を
視野に入れて，研究することとした． 
 
３． 研究の方法 

研究分担者の寺川宏之氏とは，ほぼ毎週
セミナーを行っていたので，それを続けるこ
ととした．また，圏論的手法では，しばしば，
代数的トポロジーに由来する手法が持ち込
まれるので，代数的トポロジーの専門家の山
口耕平氏に研究分担者に加わっていただい
た．射影幾何学的研究における具体例の計算
において計算機を使いたいと考えていたの
で，木田雅成氏に研究分担者に加わっていた
だいた．そして，大野自身は，主に，以下に
あげる項目に対する理解と洞察を深めるこ
とを通して，研究をおこなうことにし，適宜，
研究分担者と協力して，研究をすすめること
とした． 
(1) 半直交分解 

導来圏の半直交分解の例として，完備な
強い意味での例外列に付随する半直交分解
がある．完備な強い意味での例外列があると，
Bondal の定理より，非特異射影多様体 X の
有界導来圏 D(X)は，ある有限次元代数 A 上
の有限生成右加群のつくるアーベル圏の有
界導来圏 D(A)と三角圏として同値となる．こ
の対応により，D(X)と D(A)の間を行き来す



ることにより，従来には認識されていなかっ
た手法・結果が得られないか？を考えること
にした．また，等質多様体上の導来圏の
Lefschetz 分解と代数群の表現論についても
考察することにした． 
(2) 安定性条件 

半直交分解と似た事柄に，t 構造がある．
これを更に精密化した概念が Bridgeland に
より安定性条件として見出されていた．これ
についても考察することにした． 
(3) Fourier-向井変換 

Kuznetsov のホモロジカル射影双対で
も Fourier-向井変換は現れ，また，ベクトル
束の何らかのモジュライにおいてもFourier-
向井核は重要と思われたので，寺川氏ととも
に考察することにした． 
(4) DG 圏 

Kuznetsov のホモロジカル射影双対では，
線形切断の次元が期待次元になっている場
合しか扱われていない．これを線形切断の次
元が期待次元になっていない場合も扱える
ようにしようとすると，DG圏で扱うのが適切
と思われていた．また，必ずしも強い意味で
はない例外列を扱う必要もある．こうしたこ
とから，DG 圏についても知見を深めていくこ
とにした． 
(5) 豊富なベクトル束 

豊富なベクトル束についてはその随伴
束のネフ性の観点からの分類が行われてい
たが，これに付随した種々の問題についても
考察することにした． 
(6) 非有界導来圏 

Grothendieck duality の Brown 表現可能
性定理を使った証明のように，無限直和を許
した非常に大きな圏，非有界導来圏で考える
ことが有効な場合がある．さらに，多様体に
何らかの特異点を許す場合等のことも考え
て，非有界導来圏に関する事柄についても知
見を深めていくこととした． 
 
４． 研究成果 
(1) あるスペクトル系列の導出 

X を非特異射影多様体とし，D(X)を X 上
の連接層のなすアーベル圏の有界導来圏と
する．そして D(X)は完備な強い意味での例外
列をもつとする．その例外列の直和対象を G
とし，Gの自己同型環を A，A上の有限生成右
加群のなすアーベル圏の有界導来圏を D(A)
とする．このとき，Bondal の定理より，
RHom(G,・)という D(X)から D(A)への三角関
手(または完全関手ともいう)によって，D(X)
と D(A)は三角圏として同値となる．この準逆
(quasi-inverse)関手は，A上右から Gを左導
来テンソルするという関手である．特に，連
接層 F に対し，RHom(G,F)に A 上右から G を
左導来テンソルすると，F と同型となる．大
野と寺川は共同で，導来圏に関する研究，お
よび，箙の道代数やその表現について学び，
その帰結として，RHom(G,F)に A 上右から G
を左導来テンソルしたものとFが同型になる

という事実を E2 項から始まるスペクトル系
列の言葉で書き直した． 
(2) (1)のスペクトル系列と Beilinson スペ
クトル系列の具体例での比較 

Peternell-Szurek-Wiśniewski は，論文
「 Numerically effective vector bundles 
with small Chern classes」において，ある
具体的なコホモロジーの条件のみが与えら
れたベクトル束を，よくわかっているベクト
ル束の間の射の商として表すということを，
Beilinson スペクトル系列を用いて行ってい
る．大野と寺川は，同じ条件をみたすベクト
ル束を，(1)のスペクトル系列を用いて，よ
り簡単なベクトル束の間の射の商として表
した．そして，(1)のスペクトル系列と
Beilinson のスペクトル系列との違いを明示
した．Beilinson のスペクトル系列を使った
場合よりも，わかりやすい記述が得られたの
ではないかと思う． 
(3) 斉次１次式を成分とする行列の最大次
数の小行列式に関するある性質の証明 

伊東裕也氏と野間淳氏との共同研究に
より，大野は次の結果を得た．「Pを代数閉体
K 上の n 変数斉次１次式を成分とする行列と
し，Pの小行列式の次数の最大値をmとする．
このとき，K 上のベクトル空間 Knのゼロを除
く各点での P の階数が m ならば，P の m 次小
行列式全体の集合は，K 上の n 変数 m 次斉次
式全体のなすベクトル空間を生成する．」証
明には，Eagon-Northcott 複体を使う．また，
この命題は，K が代数閉体でないと成り立た
ない． 
(4) 連続写像全体のなす空間をホモトピー
型の観点から代数的写像のなす空間で近似
する問題（Atiyah-Jones-Segal 型予想） 

実射影空間 M（射影空間の実点全体の集
合）から複素非特異コンパクトトーリック多
様体Nへの連続写像全体のなす無限次元空間
Map(M,N)を，ホモトピー型の観点から，M か
ら Nへの代数的写像（複素数体上の有理写像
のうち，その不確定点が実点集合上にないも
の）全体のなす空間によって近似する問題に
おいて，山口と大野は，Kozlowski 氏との共
同研究により，近似次元を具体的に評価する
ことに成功した． 
(5) 完備な強い意味での例外ベクトル束列
による連接層の局所自由分解 

X を非特異射影多様体とし，D(X)を X 上
の連接層のなすアーベル圏の有界導来圏と
する．そして，D(X)は完備な強い意味での例
外列をもち，かつ，その例外列をベクトル束
の列ととれるものとする．G0, G1, ・・・，
Gmを一つのそのようなベクトル束列とする．G
を G0, G1, ・・・，Gm の直和とし，G の自己
同型環を A とする．X 上の任意の連接層 F に
対し，セールの消滅定理より，d を十分大き
くとると，任意の整数 q＞0 に対し，Extq(G, 
F(d))=0 となることに注意する．このとき，
Fは，G0(-d), G1(-d),・・・，Gm(-d)という，
完備な強い意味での例外ベクトル束列によ



る局所自由分解をもつことを大野は示した．
この局所自由分解は，右 A加群 Hom(G, F(d))
の射影分解に対応するものである．D(X)が完
備な強い意味での例外ベクトル束列をもつ
ような非特異多様体の例としては，射影空間，
非特異２次超曲面，グラスマン多様体などが
ある． 
(6) 射影空間上の第１チャーン類が２以下
のネフなベクトル束の分類，および，非特異
２次超曲面上の第１チャーン類が１以下の
ネフなベクトル束の分類の別証明 

Peternell-Szurek-Wiśniewski は，論文
「 Numerically effective vector bundles 
with small Chern classes」において，射影
空間上の第１チャーン類が２以下のネフな
ベクトル束，および，非特異２次超曲面上の
第１チャーン類が１以下のネフなベクトル
束の分類を，端射線の理論を用いて，与えて
いる．(5)で与えた局所自由分解の応用とし
て，大野は，この分類の，端射線の理論によ
らない，別証明を与えた． 
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