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研究成果の概要（和文）：本研究課題の主な研究成果は、非可換代数幾何学において重要な研究

対象である量子射影空間と、有限次元多元環の表現論における重要な研究対象である Fano 代

数との間に、三角圏を介して密接な関係があることを示したことと、それによって非可換代数

幾何学や多元環の表現論の結果を互いに応用することを通して、分類問題を中心に新しい結果

を生みだしたことである。 
 
研究成果の概要（英文）：The major achievements of this research project are that we showed 
that there exist intimate relationships via triangulated categories between quantum 
projective spaces, which are important research objects in noncommutative algebraic 
geometry, and Fano algebras, which are important research objects in representation 
theory of finite dimensional algebras, and that we produced new results mainly in 
classification problems by applying results of noncommutative algebraic geometry and of 
representation theory of algebras to each other.  
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研究分野：数物系科学 
科研費の分科・細目：数学・代数学 
キーワード：環論 
 
１．研究開始当初の背景 
 
非可換代数幾何学は、1990 年代に Artin ら
によって創設された比較的新しい数学の研
究分野であるが、現在も欧米を中心に急速に
発展している。大雑把に言って非可換代数幾
何学とは非可換代数(多元環)を代数幾何学の
手法を用いて研究する分野といえる。代数幾
何学における重要な研究課題の一つは低次
元代数多様体を分類することであるが、同様

に非可換代数幾何学における重要な研究課
題の一つは低次元非可換代数多様体を分類
することである。実際(可換)代数幾何学を用
いた Artin-Tate-Van den Bergh による量子
射影平面の分野(1990)と Artin-Stafford によ
る非可換射影曲線の分類(1995)とが非可換代
数幾何学の出発点となっている。それで次な
る目標は高次元量子射影空間や、非可換射影
曲面を分類することであるが、これらの分類
問題は研究代表者を含めて現在世界で多く
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の研究者が取り組んでいる。 
 
２．研究の目的 
 
本研究課題の目的は高次元量子射影空間の
分類問題を見据えて、その斉次座標環である
AS 正則代数の分類・研究を行うことである。
特に量子射影空間と、有限次元多元環の表現
論における重要な研究対象である Fano 代数
との間に三角圏を介して密接な関係がある
ことを示し、それを利用して分類問題を中心
にこれらの両研究分野の相互発展を推進す
ることである。 
 
３．研究の方法 
 
研究代表者は非可換代数幾何学の専門家で
あるが、本研究課題は非可換代数幾何学のみ
ならず、多元環の表現論、(可換)代数幾何学、
可換環論などの知識が必要であったので、本
研究課題に必要な知識を持った専門家を訪
問したり招聘したりしながら研究を推進し
ていった。また国内外で持たれる研究集会に
も積極的に参加し、研究発表を通して研究成
果の公表に努めるとともに、各分野の専門家
の評価を伺うことによりさらに研究を促進
していった。 
 
４．研究成果 
 
(1) 近年源泰幸が Fano代数という大局次元
有限の有限次代数を導入し、多元環の表現論
で脚光を浴びていることに着目し、源泰幸と
共同研究を行い量子射影空間の斉次座標環
である AS 正則代数の概念を拡張することに
よって、AS 正則代数の分類問題と Fano 代数
の分類問題との間に導来圏という三角圏を
介して、密接な関わりがあることを証明した。
具体的には AS 正則代数から Beilinson 代数
と呼ばれる Fano代数を構成することができ、
またその Fano 代数から preprojective 代数
という多元環の表現論で重要な役割を果た
す代数を構成することができるが、その
preprojective代数は拡張された意味での AS
正則代数であり、元の AS 正則代数と同型に
はなっていないが、次数付き森田同値になっ
ていることを証明した。これにより AS 正則
代数を次数付き森田同値を除いて分類する
ことと、Beilinson 代数を同型を除いて分類
することとが同値となることが分かった。ま
た AS 正則代数を斉次座標環とする量子射影
空間の導来圏とその Beilinson代数の導来圏
とが圏同値であることも証明したので、量子
射影空間を導来同値を除いて分類すること
と、Beilinosn 代数を導来同値を除いて分類
することとが同値であることも分かった。こ
れらのことから非可換代数幾何学における

分類問題と多元環の表現論における分類問
題との間に密接な関係があることが分かっ
た。これらの結果を記した源泰幸との共著論
文 「 The structure of AS-Gorenstein 
algebras」は数学の雑誌として最も評価の高
い 雑 誌 の 一 つ で あ る Advances in 
Mathematics に掲載された。また隔年で開催
される多元環の表現論における最大規模の
国際学会 XIV International Conference on 
Representations of Algebras において全体
講演に選ばれたり、代数幾何学の国際研究集
会 GCOE Conference “Derived categories 
2011 Tokyo”や、非可換代数幾何学の国際研
究集会 Noncommutative Algebraic Geometry 
Shanghai Workshop において招待講演に選ば
れたりするなど、これらの結果は非可換代数
幾何学だけでなく、多元環の表現論や代数幾
何学においても高く評価された。またこれま
でに得られていた研究成果と上記の結果を
合 わ せ て 52 ペ ー ジ に わ た る 論 文
「 Classification problems in 
noncommutative algebraic geometry and 
representation theory」をヨーロッパ数学
会で出版することができた。これによって、
非可換代数幾何学の研究成果を多元環の表
現論に応用したり、逆に多元環の表現論の研
究成果を非可換代数幾何学に応用したり、今
まであまり関係のなかった両研究分野が相
互発展していく道が大きく開かれた。 
 
(2) 実際多元環の表現論の非可換代数幾何
学への応用として、研究代表者は多元環の表
現論で重要な McKay対応の非可換化に成功し
た。McKay 対応とは大雑把に言ってアフィン
平面の有限群による商空間の特異点解消が
その群の McKay quiver と呼ばれる quiver の
preprojective 代数と導来同値になるという
ものであるが、任意の次元の量子射影空間に
有限巡回群が作用している場合でも同様の
結果が成り立つことを証明した。この結果は
第６回日中韓環論国際シンポジウムで全体
講演に選ばれ、またアメリカ数学会主催の非
可換代数幾何学の研究集会や、 Banff 
International Research Station で開催され
た多元環の表現論の研究集会において研究
発表し好評を得た。またこの結果は論文
「 McKay type correspondence for 
AS-regular algebras」として数学の雑誌と
し て 評 価 の 高 い Journal of London 
Mathematical Societyに掲載される予定であ
る。現在研究代表者は指導学生の上山健太と
ともに AS 正則代数の有限群による不変式環
の次数付き極大 Cohen-Macaulay 加群の安定
圏を多元環の表現論的手法を用いて解析す
ることに取り組み成果を上げており、これら
の一連の研究は今後も大きく発展していく
ことが期待できる。 



 

 

 
(3) また非可換代数幾何学の多元環の表現
論への応用として、研究代表者は Beilinson
代数の研究を行った。大局次元有限の有限次
元代数の分類は多元環の表現論において大
変重要な研究課題である。大局次元が１の有
限次元代数は森田同値を除いて quiver によ
って分類されているが、大局次元が２以上の
有限次元代数の分類は多元環の表現論にお
ける未解決問題として現在でも盛んに研究
されている。（次数１の元で生成された）３
次元ネーターAS 正則代数は Artin-Tate-Van 
den Bergh によって（可換）代数幾何学を用
いて分類されているので、理論的には大局次
元が２の Beilinson代数も代数幾何学を用い
て分類できるはずであるが、Beilinson 代数
を同型を除いて具体的に分類するためには、
与えられた AS 正則代数がいつ次数付き森田
同値であるかを(可換)代数幾何学を用いて
判定できることが重要である。これに関して
指導学生の上山健太との共同研究において
成 果 を 得 、 共 著 論 文 「 Graded Morita 
Equivalences for Geometric AS-regular 
algebras」が Glasgow Mathematical Journal
に掲載された。この非可換代数幾何学と多元
環の表現論とを相互発展させるという新し
い研究手法は、非可換代数幾何学を専門とす
る研究代表者だけではなく、最近になって多
元 環 の 表 現 論 の 専 門 家 で あ る
Herschend-Iyama-OppermannによってFano代
数上の正則加群の分類問題として提起され
たが、現在研究代表者は非可換代数幾何学に
おいて最も古くから研究されている３次元
ネーターAS 正則代数の種々の結果を用いる
ことによって、大局次元２の Beilinson 代数
の正則加群の分類に取り組み成果を上げて
いる。これらの一連の研究は多元環の表現論
の研究者にとっても大変重要で、今後多元環
の表現論の研究者と協力していくことで、大
きく発展していくことが期待できる。 
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