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研究成果の概要（和文）：代数曲面のガロア分岐被覆，とりわけ，代数曲面の 2 次被覆につい

て，数論の観点から研究を行い，その成果を開代数曲面のトポロジーの研究に応用した．具体

的には底曲面上の既約曲線を 2 次被覆に引き戻した際の曲線の分解に関する法則，1 変数有理

函数体上の楕円曲線の数論について考察し，ガロア分岐被覆の明示的構成問題への応用を研究

した．その成果を用いて conic-line arrangement, conic arrangmentの Zariski 対や Zariski 

N 組の例を構成した． 

 
研究成果の概要（英文）：We studied Galois covers, in particular, double covers of algebraic 
surfaces from a view point of number theory, and applied our result to study topology 
of open algebraic surfaces. We studied splitting curves in double covers,  number theory 
of elliptic curves over the rational function field of one variable and their application 
to explicit construction problem for Galois covers. Based on our results, we gave examples 
of Zariski pairs for conic-line arrangements and Zariski N-plets for conic arrangements. 
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１．研究開始当初の背景 
  Σは非特異射影代数曲面，B はΣ上の被約
因子，さらに G は二面体群，4 次交代群，ま
たは 4 次対称群に同型な有限群とする．これ
まで研究代表者は B で分岐するΣのガロア
分岐被覆で，そのガロア群が G に同型となる
ものの明示的な構成に関する研究を行い，そ
の結果をΣから B を取り除いた補空間，また
は，ペア(Σ, B)のトポロジーの研究に応用し
てきた．本研究課題もこうした視点の上にた
っている． 

 これまでの研究においてガロア群が位数
2n の二面体群 D2nに同型なケースでは，B も
しくはその一部分にそって分岐するΣの 2次
被覆の幾何学的性質が重要であることがわ
かっていた． 
 研究開始当初の段階では二面体被覆の研
究をさらに進めるため，2 次被覆研究のこれ
までとは異なる新たな視点による研究が望
まれた．その１つが「２次体の数論」の類似
「２次被覆の数論」を考察することであった． 
 具体的な問題としては，有理素数 p が，2

機関番号：22604 

研究種目：基盤研究(C) 

研究期間：2010～2012 

課題番号：22540052 

研究課題名（和文）分岐被覆と開代数曲面のトポロジー 

                     

研究課題名（英文）Branched covers and topology of open algebraic surfaces 

 

研究代表者 

 徳永浩雄（TOKUNAGA HIROO） 

 首都大学東京・大学院理工学研究科・教授 

 研究者番号：30211395 

 
 



 

 

次体の整数環で生成するイデアル(p)の素イ
デアル分解の法則に関する幾何学的類似を
研究することであった．その目的のため「分
解曲線(splitting curve)」の概念を導入し，
その性質を調べる必要があった． 
 研究開始当初の背景はこの分解曲線に関
して「相互法則」を定式化し，証明を与え，
その結果をΣ—B や(Σ, B)のトポロジーの研
究に応用することであった． 
 
２．研究の目的 
  1 で述べた背景のもと当初の研究目的は
「ガロア分岐被覆の明示的構成とその応用
に関して，新たな理論を展開すること」であ
り，具体的には次の 3 点を目的とした： 
(1) 非特異代数曲面Σ上の 2 次被覆に関す

る「2次体の整数論」の類似的研究，す
なわちΣ上の既約曲線 DがΣの 2次被覆
に関して分解するという概念を導入し，
その分解法則に関する幾何学的視点か
らの研究． 

(2) Dの分解法則をΣのガロア被覆の明示的
構成問題に応用し，分岐被覆研究の新た
な方向付け与えること． 

(3) (1), (2)の結果の Zariski pair 等の開
代 
数曲面のトポロジーの研究への応用す
ること． 

 さらに研究課題を遂行してくうちに，2 次
被覆がファイバー構造をもつとき， 
(4) 函数体上の曲線の有理点やアーベル・ヤ

コビ写像の性質を研究し，これを開代数
曲面の研究に応用すること 

が加った．上記 4 点が本研究課題の目的で
ある． 

 
３．研究の方法 
 2の目的で挙げた 4点についてそれぞれ述
べる． 
 (1) 研究代表者が主として取り組み，連携
研 
    究者の中村が主催する研究集会で講演 
  し，研究集会のプロシーディングに 
    論文を発表した． 
 (2) 研究代表者および首都大学東京客員研 
    究員の坂内真三が，「複数のガロア分岐 
    被覆の存在・非存在」を同時に考える手 
    法について定期的にセミナーを行うと 
    ともに，その成果を研究集会で発表した． 
    さらに，その成果を論文としてまとめた． 
 (3) 研究代表者と二名の研究協力者 Artal  
  Bartolo, Cogolludo （ともに Zaragoza  
  大学（スペイン））が取り組んだ．Email 
  などを用いた討論に加え，年に一回程度 
  のペースで彼らを訪問した．さらに研究 
  代表者，島田（連携研究者）等が主催し， 
  連携研究者の岡も参加する研究集会に 

  上記二名のスペインの研究協力者を招 
  聘し，討論を行った．  
(4) (2)と同じ研究組織で取り組み，その成

果を研究集会等で発表した． 
 
４．研究成果 
 本研究課題では「楕円曲面の数論に関する
考察を分岐被覆の研究に利用する」という視
点が研究全般に渉る通奏低音となっている．
楕円曲面の数論は数論的問題意識で扱われ
ることが多いが，それを幾何学へ応用すると
いう点が本課題の成果の特色となっている．
こうした視点の研究は他にはない． 
 
(1) 2 次被覆と分解曲線の研究及びそのガロ
ア被覆構成問題への応用に関する成果は以
下の通りである． 
① 2 次曲線に沿って分岐する２次被覆上 

の既約 4 次曲線から得られる splitting 
curve の研究を行い，その成果を Journal 
of Singularities から出版した（発表論
文の③）．この研究では，有理楕円曲面
の Mordell-Weil 群を利用した splitting 
curve に関する判定法（ある種の相互法
則）が大きな役割を果たした．この論文
では，結果の一部として，二面体被覆を
利用した Zariski pair の例も与えている． 

② 上記の成果の精密化．2次曲線に沿って 
分岐する 2次被覆に関し splitting curve
となる 4 次曲線の構成法を有理楕円曲面
の特別な切断の存在に問題を還元するこ
とにより与えた．本結果では特別な切断
の存在を証明する際に楕円曲面の生成フ
ァイバー上の群構造を利用している．こ
の曲線の構成法は本論文の特色となって
おり，以降の研究の基本的手法となって
いる．なお，論文は Kodai Mathematial 
Journalから出版された（発表論文の②）． 

③ 2 次被覆と分解曲線の研究に関し，発表
論 文 ③ で 得 た 成 果 「 楕 円 曲 面 の
Mordell-Weil 群を利用した splitting 
curve の判定法」を種数の高いファイバ
ー空間の場合に一般化した．この成果は
Advanded Studies in Pure Mathematics
にて発表した（発表論文の①）． 

④ Zaragaoza 大 学 の  Artal Bartolo, 
Cogolludo とともに二面体被覆の塔（無
限個の二面体被覆の列）の分岐因子とな
りうる６次曲線の研究に取り組み，この
ような６次曲線の特徴付けを与えること
に成功した．論文としてはまとめていな
いが，口頭発表は行っている（学会発表
の⑫）． 

(2) 函数体上の楕円曲面の有理点やアーベ
ル・ヤコビ写像の性質に関する研究とその開
代数曲面のトポロジーへ応用．本研究成果の
アプローチはこれまでの研究ではほとんど



 

 

とられていない． 
① 楕円曲面の切断の与える曲線の性質を調 
  べ，7 次の conic-line arrangement の 
   Zariski pair の例を構成した．この成果
は 
  口頭発表（学会発表の①，③，⑤，⑦） 
  を行い，論文 Sections of elliptic  
  surfaces and Zariski pairs for 
conic-line  
   arrangements via dihedral covers にま 
  とめた 
② 楕円曲面上の bi-sectionとその Abel- 

Jacobi 写像の像について考察を行い，
conic arrangement の Zariski N 組の構
成に成功した．平面曲線のトポロジーを
区別する手段としてガロア分岐被覆を用
いているが，従来と異なる点は複数のガ
ロア分岐被覆を同時に考えるという点で
ある．この成果は坂内真三との共同研究
である．研究集会で口頭発表（学会発表
の②，④，⑥）し，論文 On the Abel-Jacobi 
map for bisections of rational 
elliptic surfaces and Zariski N-plets 
for conic arrangements にまとめた． 
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