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研究成果の概要（和文）： 

本研究は，「非コーエンマコーレイ環とは何か」という，素朴ではあるが深い問いかけに，正面

から向き合うことを目的に開始された。具体的には下記 3課題 

 

課題(1) (A, m) は Noether 局所環，Q は環 A の巴系イデアルとし，I = Q : mq (q ≧1) とお

く。 

(a) イデアル Q が I の reduction となるための条件を，環 A と巴系イデアル Q の言葉で記述

する。 

(b) イデアル Q が I の reduction になるとき，その reduction 数 rQ(I)= min {n ≧ 0 | 

In+1=QIn }を，環 A や巴系イデアル Q に関する不変量を用いて記述する。 

(c) イデアル Q が I の reduction であるとき，blow-up 代数 R(I), G(I), F(I) = R(I)/mR(I) 

は，どのような環構造を持つか。Cohen-Macaulay 環, Gorenstein 環, あるいは Buchsbaum 環

となるための条件を，環 A と巴系イデアル Q の言葉で記述する。 

課題(2) 局所環 (A, m) 内の巴系イデアル Q の Hilbert 函数と Hilbert 係数 ei
Q(A) (0 ≦ i 

≦ d =dim A) の挙動を解析し，これらの不変量の挙動や消滅が環 A の構造に与える影響を解

明する。 

課題(3) 局所環 (A, m) 内の巴系イデアル Q に対し，その冪の Rees 代数環 R(Qn) (n≧ 1) が

Gorenstein 環となるための判定条件を求める。 

 

の解明を目指して実施され，3年間で満足すべき成果をあげることに成功した。成果は下記 15

編の論文として公表済である。 

 
研究成果の概要（英文）：The final goal of this research is to answer the naive but important 
question of what non-Cohen-Macaulay rings are. The present targets are the following. 
(1) The study of quasi-socle ideals Q : mq, where m is the maximal ideal in a given 
Noetherian local ring and Q a parameter ideal in it. (2) The analysis of the graded rings 
associated to I = Q : mq. (3) The study of Gorenstein property in the Rees algebras of 
powers of parameter ideals. The achievements are summarized into 15 papers. 
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１．研究開始当初の背景 
可換環論は D. Hilbert が創始し，E. Noether
によって整備された抽象代数学である。J.-P. 
Serreが homology 代数学を導入して，正則局
所環の素イデアルによる局所化は正則であ
ることを証明して以来，急速な発展を示した。
主に Cohen-Macaulay 性解析を中心に，20 世
紀後半の 40 年間に代数学の諸分野との関連
の中で飛躍的に発展したが，しかしながら
Cohen-Macaulay 環・Cohen-Macaulay 加群の
枠組みから外れると，今日でも未解明の部分
が多く残されている。本研究はこのような状
況に積極的に対応し，非 Cohen-Macaulay 環
とは何かという問いに答えることを最終目
的に開始された。 
 
２．研究の目的 
Cohen-Macaulay 性の拡張概念としては，2種
が あ る 。 一 つ は ， Buchsbaum 性 な ど
generalized Cohen-Macaulay環がそれであり，
もう一つは sequentially Cohen-Macaulay 環
と呼ばれるものがそれである。どちらも非常
に重要であり，適応範囲の広い理論が展開さ
れている。本研究はこれら先行する理論に十
分に関心を持ちつつ，局所環論を深化発展さ
せることを目的とする。 
 
３．研究の方法 
非 Cohen-Macaulay 環とは何かという問題を
念頭に置きながら，下記３課題の解析を行っ
た。 
 
課題(1) (A, m) は Noether 局所環，Q は環
A の巴系イデアルとし，I = Q : mq (q ≧1) と
おく。 
(a) イデアル Q が I の reduction となるた
めの条件を，環 A と巴系イデアル Q の言葉
で記述する。 
(b) イデアル Q が I の reduction になると
き，その reduction 数 rQ(I)= min { n ≧ 0 

|In+1 = QIn }を，環 A や巴系イデアル Q に
関する不変量を用いて記述する。 
(c) イデアル Q が I の reduction であると
き，blow-up 代数 R(I), G(I), F(I) = 
R(I)/mR(I) は，どのような環構造を持つか。
Cohen-Macaulay 環, Gorenstein 環, あるい
は Buchsbaum 環となるための条件を，環 A と
巴系イデアル Q の言葉で記述する。 
 
課題(2) 局所環 (A, m) 内の巴系イデアル Q 
の Hilbert 函数と Hilbert 係数 ei

Q(A) (0 ≦ 
i ≦ d =dim A) の挙動を解析し，これらの
不変量の挙動や消滅が環 A の構造に与える
影響を解明する。 
 
課題(3) 局所環 (A, m) 内の巴系イデアル Q 
に対し，その冪の Rees 代数環 R(Qn) (n≧ 1) 
が Gorenstein 環となるための判定条件を求
める。 
 
４．研究成果 
上記の 3 課題に関し，計画と期待を上回る成
果が挙がった。成果は下記 15 論文にまとめ
た。各論文と取り扱った内容の概略を述べて
おく。 

論文[15]は，Cohen-Macaulay 局所環が巴系
イデアルの冪の parametric decomposition
の存在によって特徴づけられるという先行
する（後藤四郎―下田保博の）定理が
sequentially Cohen-Macaulay 局所環にどの
ように拡張されるかを論じたものである。こ
の研究は N. T. Cuong と H. L. Truong によ
って引き継がれ，good parameter ideal の言
葉で完成されるに至って居る。最近の研究
[2]は，論文[15]を踏まえて，sequentially 
Cohen-Macaulay 環内の（優良巴系イデアルを
節減に持つある種の）m-準素イデアルに随伴
す る 次 数 代 数 が 再 び sequentially 
Cohen-Macaulay となるための条件を精密に
論じたものであって，Cohen-Macaulay 環上の



Rees代数に関する古典的な（後藤―下田の）
定理が非常によく拡張されている。また，課
題（1）の quasi-socle ideals に関する研究
成果は，論文[10,14]に纏められていて，特
に[10]の研究は，この分野のその後の発展に
少なからざる影響を齎している。イデアルの
随伴次数環の構造には原イデアルの構造が
良く反映される。論文[7]は，完全交叉環の
極大イデアルの随伴次数環の構造を定義イ
デアルの生成系を確定すると言う方向から
解析したものであって，基礎環が完全交叉で
あっても，随伴次数環の挙動は wildであり，
殆どの場合に非 Cohen-Macaulay であること
を精密に論じている。 

局所環の環構造解析の最も有効な手法の
一つは，Hilbert 函数・係数解析にある。与
えられた m－準素イデアルの Hilbert 係数解
析は盛んに行われているが，巴系イデアルの
Hilbert係数解析はほぼ 50年前に，成田正雄
が完成度の高い注目すべき成果を挙げて以
来，見るべき発展が無かった。これに対し，
V. W. Vasconcelos は 2008 年に研究代表者が
横浜で主催した国際研究集会に於いて，巴系
イデアルの第一 Hilbert係数に関連した一連
の予想を提示し，研究が再開された。論文
[1,4,5,6,8,9,11,12]はこれらの予想に挑み，
ほぼ完全に解決したものである。非混合的な
局所環内の巴系イデアル Qの第一 Hilbert係
数は非正であって，0 となるのは基礎環が
Cohen-Macaulay 環の時に限るという予想の
解決は論文[12]内で行われて，大きなインパ
クトを齎した。以上，課題(2)に関連した研
究である。 

課題(3)の解析にも注目すべき発展があっ
た。目下，研究分担者の居相真一郎とともに
成果の追試を行っている。 

研究は不断に継続的に行われる。連携研究
者大関一秀との共同研究[13]や Tran Thi 
Phuong―松岡直之との共同研究[3]は，今後
の研究の方向を定めるものとして，非常に重
要な役割を果たすと考えられる。 
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