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研究成果の概要（和文）：アファイン代数幾何学において，アファイン空間は最も基本的かつ重要な対象である．しか
し，高次元のアファイン空間の代数幾何学的特徴づけはいまだ得られていない．高次元のアファイン空間のアファイン
代数多様体における位置づけを明らかにすることを目標に，加法群の作用という観点から研究をおこなった．その結果
，加法群の作用をもつ３次元アファイン代数多様体の構造についてある程度解明することを得た．

研究成果の概要（英文）：In affine algebraic geometry, affine space is the most fundamental and important 
object. However, we have not obtained the algebro-geometric characterization of affine space of higher 
dimension. In this project, trying to provide characterizations of affine spaces among algebraic 
varieties, we investigated the additive group actions on algebraic varieties of three or higher 
dimension, and succeeded in determining the structure of three-dimensional algebraic varieties in some 
cases.

研究分野：代数幾何学
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１． 研究開始当初の背景 
本研究課題の申請時点においては，アファイ
ン代数幾何学における未解決３大問題—線
形化問題，消去問題，埋め込み問題—がいず
れもアファイン空間上の加法群の問題に帰
着されることが示されたところであった．複
素アファイン代数多様体X上の加法群の作用
は，幾何学的には X 上の A^1 ファイブレー
ション構造に対応し，代数的には Xの座標環
上の局所べき零微分に対応する．加法群の作
用に着目することにより，正規アファイン代
数曲面の構造の決定という成果が得られた
ところであった．また，３次元アファイン空
間の wild な自己同型についても知見が得ら
れつつあり，３次元アファイン代数多様体の
A^1 ファイブレーション構造や代数群の作
用について，研究を進める上においての準備
が整備されつつあった．3 次元アファイン空
間の自己同型群についての新たな知見が得
られつつあったので，３次元アファイン空間
上の有限巡回群の作用についてもなんらか
の結果が得られるのではないかという期待
感があった． 
 
２．研究の目的 
線形化問題，消去問題，埋め込み問題の解決
に向けての知見を蓄えることが本研究の大
きな目的である．具体的には次の３点を見据
えて研究をおこなった． 
 
(1) ３次元アファイン空間上の有限巡回群の
作用の解明． 

(2) 擬アファイン空間上の代数群の作用の解
明． 

(3) アファイン直線の３次元アファイン空間
への埋め込み，アファイン平面の３次元
アファイン空間への埋め込みの構造の解
明． 
 
３．研究の方法 
(1) 研究代表者の増田は主に変換群論的視
点から代数および代数幾何学的手法を用い
て，研究分担者の宮西正宜氏は代数曲面論の
豊富な知識と代数幾何学的手法を駆使して
研究をおこなった．増田と分担者の宮西氏と
は，必要に応じ，関西学院大学においてセミ
ナーをおこなうことにより共同研究をおこ
なった．また，連携研究者の黒田茂氏とも必
要に応じて研究交流をおこなった． 
(2) アファイン代数幾何学の研究者は日本
国内よりも海外のほうが多い．特に，M. 
Zaidenberg 教授(Universite Grenoble I), 
R.V. Gurjar 教授 (TIFR), M. Koras 教授
(Warsaw University), P. Russell 教 授
（McGill University）, H. Flenner 教授
（Ruhr University）らはこの分野で活躍し
ている研究者であり，彼らとは研究代表者，
分担者とも親交がある．国内外での研究集会
の機会をとらえて，彼らと討論することによ
って研究を推進した． 

(3) 研究者が多く集まる研究集会は，情報交
換や討論の重要な場である．国内外の研究集
会に参加，発表するだけでなく，研究集会を
開催することによって，研究交流の場を提供
した．具体的には，2010 年 9月に関西学院大
学大阪梅田キャンパスにおいて，国際研究集
会”Affine Algebraic Geometry”を開催し
た．また，2014 年 7月には，京都大学数理解
析研究所において，数理解析研究所の援助の
も と RIMS 国 際 研 究 集 会 ”Algebraic 
Varieties and Automorpsihm Groups”を開
催した．またさらに，研究代表者と分担者は，
2008年から毎年3月と9月に関西学院大学大
阪梅田キャンパスにおいて，アフィン代数幾
何学研究集会を開催しており，本研究期間中
も海外からも研究者を招聘して研究集会を
開催した．2010 年開催の国際研究集会につい
ては，講演内容をベースにした Proceedings
を出版した．2014 年開催の研究集会について
も，Proceedings を出版予定である． 
 
４．研究成果 
(1) 埋め込み問題は，affine modification と
よばれる A^1 ファイブレーション構造をも
つアファイン代数多様体の構造の解明に帰
着されることが示せた．特に，アファイン平
面の３次元アファイン空間への埋め込みの
問題は，埋め込みから定まる 4 次元
Danielewski 超曲面 X の構造の解明に帰着
される．Xは擬アファイン空間とよばれるア
ファイン空間に近い空間である．埋め込み問
題に反例があることは，Xがアファイン空間
と同型でないか，線形化不可能な代数的トー
ラス群の作用をもつかのどちらかを意味す
る．さらに，affine modification上の代数的
トーラス群，あるいは有限群の作用は，消去
問題のみならず線形化問題とも密接に関係
していることがわかった．3 次元アファイン
空間上の有限巡回群の作用については，３次
元アファイン空間の自己同型群について進
展があまり得られなかったことから，新しい
知見は得られなかったが，Danielewski超曲
面上の代数群の作用が今後明らかになって
いけば，アファイン Cremona 群の構造の研
究の進展と相まって解明されるであろうと
期待される． 
(2) Danielewski 超曲面上の A^1 ファイブレ
ーション構造について，A^1 ファイブレーシ
ョン構造と加法群の作用との関係について
いくつかの場合に解明した．特に，加法群の
作用を用いた高次元Danielewski超曲面の特
徴づけを与えた． 
(3) A^1 ファイブレーション構造をもつ３次
元代数多様体について，その A^1 ファイブレ
ーションがいつ加法群の作用の商写像とし
て得られるかなど，加法群の作用との関係を
解明した．また，A^1 ファイブレーション構
造をもつ3次元代数多様体がいつアファイン
空間となるかについて解明した． 
(4) A^1_*ファイブレーション構造をもつ３



次元代数多様体について，その A^1_*ファイ
ブレーションがいつ代数的トーラス群の作
用の商写像として得られるか，いくつかの場
合に解明した． 
(5) 3 次元アファイン代数多様体の加法群の
作用による商射の全射性についていくつか
の場合に解明した． 
(6) A^1 ファイブレーション構造をもつアフ
ァイン代数曲面のlog deformation について
研究をおこない，アファインタイプのファイ
ブレーション構造は log deformation のも
とで保たれることを示した． 
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