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研究成果の概要（和文）：ホップ空間の積構造を、ゲージ群を通して研究した。ゲージ群とは主

束の自己同型のなす位相群であり、主束の構造群の積構造をよく反映し、その分類空間はある

写像空間とみなせることが知られている。本研究において、リー群の mod p 分解の類似をゲ

ージ群に対して構成し、その応用として、ゲージ群の p 局所ホモトピー型の分類や、随伴束の

分解との関係を明確にした。これにより、ゲージ群の p 局所ホモトピー論の基礎を築いた。ま

た、ファイバーワイズ高次ホモトピー結合性の基礎理論を構築し、ゲージ群から主束の構造群

への自然な準同型の An 空間としての切断を、主束の随伴束に関するファイバーワイズ An 空

間としての自明性と関連させることにより調べた。これにより、ゲージ群の分裂と随伴束の自

明性との同値性、また、主束の構造群の高次ホモトピー可換性との関係を明らかにした。 
 
研究成果の概要（英文）：Multiplicative structures of Hopf spaces were studied through gauge 
groups. A gauge group is the topological group of automorphisms of a given principal 
bundle, which reflects the multiplicative structure of the structure group of the bundle. It is 
known that the classifying space of gauge groups can be identified with certain mapping 
spaces. In this programme, I gave the mod p decomposition of gauge groups which is the 
gauge group analogue of the mod p decomposition of Lie groups, and as its applications, the 
p-local homotopy types of gauge groups were determined and the relation between the 
decomposition of the adjoint bundles and the mod p decomposition of gauge groups were 
elucidated. This yields a basis of the study of the p-local homotopy theory of gauge groups. 
The foundation of fiberwise higher homotopy commutativity is developed. The existence of 
a section of the natural homomorphism from the gauge group to the structure group of the 
principal bundle as An spaces is related to the triviality of the adjoint bundle as a fiberwise 
An-space. From this, it is shown that the the existence of the An-section of the 
homomorphism is equivalent to the triviality of the adjoint bundle as a fiberwise An-space. 
Moreover, these equivalent condition turns out to have a connection with the higher 
homotopy commutativity of the structure group of the principal bundle. 
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１．�研究開始当初の背景 
ホップ空間の研究はホモトピー論の新しい
手法を試す試金石として盛んに行われてお
り、そのホモトピー型に関しては多くの結果
が得られている。しかしながら、ホップ空間
の積構造についての結果の数は少ない。ホッ
プ空間の積構造に関する結果で最も有名な
のがHubbuckによるトーラス定理であるが、
これは有限ホップ空間にしか適用できない。
無限ホップ空間に関しては、局所化されたリ
ー群のホモトピー可換性をMcGibbonが研究
しており、その後、鍛冶と岸本によりホモト
ピーベキ零性も研究された。このように直接
積構造をみるのは困難が多いことが知られ
ている。そこで、ゲージ群という与えられた
位相群を拡大して得られるものを通して、ホ
ップ空間の積構造を研究することが提唱さ
れ、様々な応用が考えられるようになった。 
 
２．�研究の目的 
 
ホップ空間、特にループ空間の積構造につい
て、それを構造群とする種族のゲージ群を調
べることにより解析する。特に、ゲージ群の
局所化により現れる性質と、構造群の積構造
との関係性を明らかにし、局所化による構造
群の積構造の変化を調べる。一方、構造群の
情報からゲージ群のホモトピー型に関する
情報を得ることも考える。 
 
３．�研究の方法 
ホップ空間の積構造を調べる上で最も重要
なのは交換子写像であり、それを与えられた
空間上に引き戻した SSaammeellssoonn 積も同様に重
要である。ゲージ群はこの SSaammeellssoonn 積、も
しくはその AA∞的一般化である写像のホモト
ピーファイバーであることが知られている。
これを用いて、ゲージ群のホモトピー論と構
造群の積構造とを関連づけ、互いの結果を還
元する。また、ゲージ群の分類空間は、ある
種の写像空間であるので、写像空間のトポロ
ジーとの関連もみる。特に、この写像空間に
関する評価写像が誘導する評価ファイブレ
ーションを考えると、その連結写像のホモト
ピーファイバーがゲージ群となることから、
この評価ファイブレーションを解析する。こ
の評価ファイブレーションのループをとっ
たものが AAnn 空間として分裂することと、随
伴束がファイバーワイズ AAnn 空間としての構
造を関連づける。これにより、上記連結写像
が特殊な場合は WWhhiitteehheeaadd 積（よって、その
随伴がSSaammeellssoonn積である。）というWWhhiitteehheeaadd
による古典的んな結果の高次版を与える。こ
れをもとに、ゲージ群の分裂を底空間の性質
により与える。また、ゲージ群とリー群の性
質の共通点を局所化を通して調べる。 	
 

 	
 
４．�研究成果 	
 
ホップ空間の積構造はトポロジーにおいて
重要なものであるが、高次構造を含めて、知
られていることは少ない。特に、局所化によ
るその退化に関してはあまりよくわかって
いない。そこで、ゲージ群の局所化を考え、
そのホモトピー型を調べることにより、構造
群の局所化による積構造の退化を調べる。リ
ー群に対してはmmoodd 	
 pp 	
 分解と呼ばれる小さな
空間による積分解が知られている。そこで、
本研究において、その類似をゲージ群でも考
え、構成した。これはリー群の分解と両立す
る自然なものである。この応用として、ゲー
ジ群の局所ホモトピー型をいくつか決定し
た。この局所ホモトピー型に関してはヒップ
空間の懸垂による分解を用いてさらに一般
の場合の結果を得た。そこではホモトピー型
が、ある種の SSaammeellssoonn 積の位数で分類され
ることが示され、この位数の具体的な計算方
法を KK 理論を用いて与えた。ゲージ群は随伴
束という主束に付随するファイバー束の切
断全体と同一視されることがおり、この随伴
束は自由ループ空間の引き戻しとみなせる
ことも知られている。そこで、自由ループ空
間のコホモロジーをかいせきすることによ
り、随伴束の非分解性を示し、ゲージ群の mmoodd 	
 
pp 	
 分解が随伴束から誘導されるものばかり
ではないことを示した。このように、ゲージ
群と随伴束とのギャップを与える例はこれ
までに一つしか知られていなかった。 	
 
 	
 有限ホップ空間がホモトピー可換である
なら、それはトーラスのホモトピー型をもつ
ことが HHuubbbbuucckk による古典的な結果として知
られている。では、ホップ空間が無限のとき
どうなるかが次に問題となるが、無限ホップ
空間をすべて考えるのは余りに対象が広く
意味がない。そこで、MMccGGiibbbboonn は局所化され
たリー群についてこの問題を考えた。上記の
通り、リー群は pp 局所化するとそのホモトピ
ー型は ppが大きくなるにつれ単純�なものとな
る。そこで、群構造についてもこのようなこ
とが成り立つだろうと推測されるが、ホモト
ピー可換性に関してはこの推測が正しいこ
とを MMccGGiibbbboonn は証明した。その後、ホモト
ピー可換性の次に考えるべき不変量である
ホモトピーベキ零性についてはこの推測が
正しくないことが岸本により示されている。
本研究ではこの問題をゲージ群で考えた。つ
まり、上記 mmoodd 	
 pp 分解によりゲージ群の pp 局
所化は pp を大きくするにつれ、そのホモトピ
ー型は単純�なものとなることがわかった。し
たがって、局所化したリー群と同様に、ゲー
ジ群の積構造も単純�になるのかを考えた。主
束として簡単のために 44 次元球面上の SSUU((nn))
そくをとる。このとき、ゲージ群は pp>>22nn++11



のときはホモトピー可換、pp<<22nn++11 のときはホ
モトピー可換でなく、pp==22nn++11 のときは主束の
22 次 CChheerrnn 数によりホモトピー可換かどうか
が完全に決まることを示した。この研究では
これまでのゲージ群の研究には使われてこ
なかった、ループ空間のホモロジーとそれに
よるループ空間の分解の技法が用いられた。
この研究は SS..DD.. 	
 TThheerriiaauulltt 氏と河野明氏と
の共同研究である。 	
 
 	
 与えられた主 GG束のゲージ群からファイバ
ーへの制限により与えられる GGへの準同型は
ゲージ群の研究において基本となる。ゲージ
群の分類空間が BBGG への写像のなす写像空間
となり、これに関する評価写像のループがこ
の準同型である。この写像が AAnn 写像として
分裂することをファイバーワイズホモトピ
ー論の言葉で記述することに成功した。上記
分裂は問題の準同型が AAnn 写像となる切断を
もつことと同値であることが示され、これは、
与えられた主束の随伴束がファイバーワイ
ズ AAnn 空間としてじめいとなることと同値で
あるというように記述される。ここで、ファ
イバーワイズな AA∞空間が初めて導入され、
その射影空間や、それを用いた AAnn 空間の性
質の言い換えなどのファイバーワイズ高次
ホモトピー結合性の基礎理論が築かれた。そ
の後、このファイバーワイズ高次ホモトピー
結合性の理論は蔦谷充伸氏らによりさらに
深く研究されている。これらの結果により、
上記準同型の分裂がある種の障害理論によ
り理解されることがわかった。その結果、ゲ
ージ群の分裂を与えるための十分条件を主
束の底空間の LLuusstteerrnniikk--SScchhnniirreellmmaannnn カテ
ゴリー数により与えることに成功した。また、
この障害理論による記述は、構造群 GG の高次
ホモトピー可換性と同じであることがわか
り、ゲージ群の分裂、評価写像の切断の拡張、
GG の高次ホモトピー可換性という一見異なる
三つの性質が実は同値であることを示した。
その副産物として、WWhhiitteehheeaadd による評価写
像の連結写像の WWhhiitteehheeaadd 積による記述の高
次版を得た。つまり、評価ファイブレーショ
ンを考える際の定義域となる空間が懸垂空
間である場合は WWhhiitteehheeaadd 積で表されること
が知られていたが、本研究において、定義域
が一般の空間の場合にも WWhhiitteehheeaadd 積の高次
版と思える、共役写像の導く分類空間の間の
写像により記述されることがわかった。 	
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