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研究成果の概要（和文）：本研究ではリーマン・フィンスラー構造の位相及び大域的な性質を明

確にする。特に、測地線の振る舞い、cut locus、generalized Finsler 構造を許容する３次元閉
多様体の位相を明らかにする。 
 
研究成果の概要（英文）：This research clarifies global and topological properties of 
Riemann-Finsler structures. Precisely, we study the geodesics behavior, cut locus, topology 
of closed 3-manifolds carrying generalized Finsler structures. 
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１．研究開始当初の背景 
(1) リーマン・フィンスラー構造は通常のリ
ーマン構造より一般的であるが、ほとんどそ
の局所的な面しか研究されていない。 
(2)	
 特に、測地線の大域的な性質、距離関数、
Gauss-Bonnet定理、cut locusの構造に関す
る研究結果は欠けている。 
 
２．研究の目的 
(1) リーマン・フィンスラー構造の測地線の
大域的な振る舞いを明確にすること。 
(2) Taut contact circlesと 3次元多様体上で
定 義 さ れ て い る generalized Finsler 
structuresの関係を明確にすること。 
(3) Generalized Finsler structuresを許容す

る３次元閉多様体の位相を決定すること。 
 
３．研究の方法 
(1) 測地線の大域的な振る舞いを研究するに
は、主に変分問題法を使用する。特に、関連
するヤコビ場、ヤコビ方程式、距離関数の微
分性、cut locusの構造などを研究する。 
(2) Taut contact circlesと 3次元多様体上で
定義されている generalized Finsler 
structuresの関係を研究するには、moving 
frames法、Cartan-Kahler理論、外微分形
式論の手法を用いる。 
(3) Taut contact circles、特にいわゆる
Cartan構造を許容する３次元閉多様体の分
類を用いて generalized Finsler structures
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を許容する３次元多様体の位相を研究する。 
 
４．研究成果 
 
(1) フィンスラー計量の測地線の振る舞い 
 
リーマン多様体の測地線は reversible である
が、一般的にフィンスラー構造の場合、この
性質は成り立たない。しかし、多くの幾何学
的あるいは位相的な性質を調べるには測地
線が reversible であることは非常に便利な性
質である。そこで、リーマン構造あるいは
absolute homogeneous フィンスラー構造以外
に reversible 測地線を持つフィンスラー多様
体があるかどうかを調べた。特に、計算的に
取り扱いやすい(α、β)計量に焦点を当てた。 
	
 まず、閉一次形式を用いてリーマン構造あ
るいは absolute homogeneousフィンスラー構
造を線形的に変形すれば、reversible 測地線を
持つフィンスラー多様体が得られることが
分かった。代表的なフィンスラー構造として
多項式計量がある。 
	
 さらに、リーマン warped product多様体は
標準的な閉一次形式をもつので、reversible 測
地線を持つフィンスラー計量が自然に誘導
されていることを示した。自然な reversible 
測地線を持つフィンスラー計量を持つ多様
体は symplectic  多様体である。従って、リ
ーマン warped productや symplectic 多様体は
reversible 測地線を持つフィンスラー多様体
のモデルとなり、これらの幾何学や位相はリ
ーマン多様体に近いとわかった。 
 
(2) 一般フィンスラー構造を許容する３次
元多様体の位相 
 
GeigesとGonzalo による定義された３次元
多様体Σ上のR-Cartan構造αを用いて多様
体Σの位相が研究されている。これは特定
の構造方程式を満たす多様体Σ上の
coframeである。 
	
 一方、coframe 変換を用いてαよりΣ上
に一般フィンスラー構造ωを誘導する。即
ち、coframe 変換ω=Aαを満たすΣ上の行
列 Aが存在すれば、一般フィンスラー構造
を許容する３次元多様体の位相を決定でき
る。しかし、行列 Aの存在が問題となって
くる。 
	
 そこで、coframe 変換ω=Aαの外微分を
とり、一般フィンスラー構造の構造方程式
を使用すると、行列 Aの成分についての方
向微分方程式が得られ、この解の存在を
Cartan-Kahler理論を用いて調べた。最も一
般的な場合、具体的に解を得ることが難し
いものの、特殊なケースは可能であること
を示した。 
	
 構造関数(I,J,1)をもつ一般フィンスラー

構造と taut contact circles、即ち Cartan 
structures, を許容する閉３次元多様体の間
に１対１対応性があることを証明した。 
 従って構造関数(I,J,1)をもつ一般フィンス
ラー構造を許容する閉３次元多様体は多様
体 G/Γであることを証明できた。ここで、
Gはリー群 SU(2), tilde SL2, tilde E2 のどれ
かで、ΓはGの離散部分群である。さらに、
moduli spaceや具体的な例を明確にした。 
 
(3) リーマン・フィンスラー構造の距離関数
や cut locus 
 
リーマン・フィンスラー構造の測地線の大域
的な振る舞いに関して、距離関数の微分性を
調べた。それは、Nは n次元リーマン・フィ
ンスラー多様体の閉部分集合のとき、Nから
の距離関数が点 qにおける可微分関数となる
必要十分条件はNから qへの測地線分が唯一
存在することである。 
	
 さらに、Nからの測地線分２本を許容する
cut pointの集合は Nの cut locus内の dense set
になっている。 
 次に、リーマン・フィンスラー曲面の cut 
locusの構造を調べた。Nはリーマン・フィン
スラー曲面の閉部分集合のとき、N の cut 
locusは rectifiable Jordan arcs で構成されてい
る local tree である。さらに、cut locus の
intrinsic metric 位相とリーマン・フィンスラ
ー曲面の induced metric 位相は一致すること
がわかった。  
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