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研究成果の概要（和文）：ミルナー絡み目から着想し，リボン絡み目の組織的な構成を目指した

単純リボン操作，およびその拡張である単純リボン融合を導入し，絡み目に与える影響につい

て研究した．特に，ゴールドバーグによって導入された絡み目の分離数と（一般的な種数を精

密化した）ν次種数について，単純リボン融合（操作）は絡み目の分離数を上げず，ν次種数

は下げないことを示した． 
 
研究成果の概要（英文）：We introduced simple ribbon moves, and as their extension, simple 
ribbon fusions toward a systematic construction of ribbon links inspired by Milnor links. 
Then we studied the effect if we apply them to links, especially on disconnectivity numbers 
of link introduced by Goldberg and v-th genus, which is a refinement of general genus. In 
fact, we showed that simple ribbon fusions (moves) never increase the disconnectivity 
numbers of links, and never decrease the v-th genus of links. 
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１． 研究開始当初の背景 
 
空間内の有限個の単純閉曲線の集合を絡み

目という．単純閉曲線が１個の絡み目を特に結
び目と呼ぶ．結び目理論における究極の目標は

絡み目のアンビエント・イソトピーによる分類であ
る．しかし，その解決は現時点では現実的でな
い．そこで，まずアンビエント・イソトピーよりも“粗
い”同値関係によって絡み目を分類し研究する
ことが，解決につながる最善の策の１つである． 
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これについて Milnor [2]は，自己交差交換に
よって生成されるリンク・ホモトピーという同値関
係を導入した．その論文では成分数 3 の絡み
目についてリンク・ホモトピーによる分類が与えら
れ，その後 Habegger-Lin[1]で分類が完成され
た．ここで単純閉曲線の個数を成分数という． 
 研究代表者は [5]においてリンク・ホモトピーを
拡張し，自己デルタ変形によって生成される自
己デルタ同値を導入した（デルタ変形は結び目
理論において有名な変形である）. ここで拡張と
いうのは，絡み目が自己デルタ同値であればリ
ンク・ホモトピー同値であるからである．自己デ
ル タ 同 値 に よ る 分 類 は 難 し く ，
Nakanishi-Ohyama[4]で成分数 2の絡み目につ
いてのみ行われている． 
 
 2000 年に Goussarov と Habiro はそれまで知ら
れていた絡み目に対する変形を統合する Cn-
操作を導入した．ここで C1-操作は交差交換と，
C2-変形はデルタ変形と，それぞれ同値である．
研究代表者は連携研究者との共同研究[6]で，
自己デルタ同値を拡張した自己 Cn-同値関係
を導入した．自己 Cn-同値関係による分類は，
自然数 n の値が大きいほど細かな分類を与え
る（アンビエント・イソトピーによる分類に近づく）
という優れた性質を持っている．しかしながら，
自己 Cn-同値関係による分類は上記のように 
n=1 の場合にしか完成していない． 
 
 ところで Milnor は論文[2][3]においてミルナー
不変量という、イソトピー不変量群を導入してい
る．各ミルナー不変量には繰り返し指数と呼ば
れる自然数が定義されている（各自然数 n に対
し、繰り返し指数が n のミルナー不変量は複数
存在する）．そして論文[2]では繰返し指数が 1
のミルナー不変量はリンク・ホモトピー不変量で
あることを示した．さらに絡み目 L について繰返
し指数が 1 のミルナー不変量の値が全て 0 であ
ることは L がリンク・ホモトピーで自明であるため
の必要十分条件であることも示した． 
 
[1] N.Habegger, X.S.Lin,  
The classification of links up to link-homotopy, 
J. Amer. Math.Soc. 3 (1990) 89-419. 
 
[2] J.W.Milnor, Link groups,  
Ann. of Math. (2) 59 (1954) 177-195. 
 
[3] J.W.Milnor, Isotopy of links, 
Algebraic geometry and topology, 280-306, 
Princeton Univ. Press, 1957. 
 
[4] Y.Nakanishi,Y.Ohyama,  
Delta link homotopy for two component links, 
III, J.Math.Soc.Japan, 55 (2003) 641-654. 
 
 

[5] T.Shibuya,  
Self D-equivalence of ribbon links,  
Osaka J. Math. 33 (1996) 751-760. 
 
[6] T.Shibuya and A.Yasuhara,  
Self Ck-move, quasi self Ck-move and the 
Conway potential function for links, J. Knot 
Theory Ramifications, 13 (2004) 877-893. 
 
２．研究の目的  
 
研究の目的は絡み目を様々な同値関係によ

って分類することである．本研究では Milnor 
のリンク・ホモトピーの一般化である（強）

自己Cn-同値関係による分類を考察し，ミルナ
ー不変量と（強）自己Cn̶同値関係との相互関

係を明らかにすることを目標にしている．

 
３．研究の方法 
 
研究代表者が方針の決定・役割分担を行い，

研究分担者と連携研究者から得られた結果
を統合・処理し，まとめ上げる．また必要に
応じて研究協力者を加えて行う．

絡み目の補空間に埋め込まれた，もしくは
はめ込まれた曲面を媒介としたり，複数の曲
面どうしの交差を解析する．その際，どのよ
うな曲面を扱うかは重要であるが，試行錯誤
するしかない．

４．研究成果

・ 非自己 Cn-操作に関する研究

本研究では Cn̶操作を絡み目に適用する際，
ある一つの成分のみに限る，自己 Cn-操作に
着目しているが，そうではない，すなわち，
必ず２成分以上に作用する，非自己 Cn-操作
との関連についても懸案事項であった．そこ
で研究分担者である塚本達也氏，研究連携者
である安原晃氏に加え，神戸大学の中西康剛
氏に協力を仰ぎ，２つの絡み目が非自己 C-n
同値である必要十分条件は，その２つの絡み
目が Cn-同値であり，かつ対応する各成分の
結び目型が一致することを示した．

・単純リボン操作に関する研究

ミルナー絡み目から着想し，リボン絡み目
の組織的な構成を目指した単純リボン操作
を導入し，絡み目に与える変化について研究
した．一定の自然な条件のもとで，単純リボ
ン操作は結び目や絡み目の種数を増加させ
ること，従って結び目や絡み目の型を変える
ことが分かった．このことによって，ある結
び目（絡み目）に単純リボン操作を施して得



られた結び目（絡み目）は，元の結び目（絡
み目）が自明か非自明かに関わらず，その結
び目（絡み目）は非自明であることが言える．
また，単純リボン操作は１型と２型に分かれ
るが，１型については結び目や絡み目のアレ
キサンダー多項式を変えないことを示した．

従ってアレキサンダー多項式が自明なリ
ボン型結び目を無限に系統的に与えること
ができた．また２型については常にアレキサ
ンダー多項式を変化させることを示し，その
変化量も求めた．さらに，単純リボン操作で
移り合う絡み目が，自己 C2-同値となるため
の十分条件も与えた． 
 
  また，種数を変化させないための必要十分条
件についても考察したが，一般的な種数の場合，
自然な形では得られないことを示した．すなわち，
絡み目の型は変えるのであるが，種数は変化さ
せない例があることを示した．そのため，名古屋
工業大学の平澤美可三氏に協力を仰ぎ，
h-complexity という，オイラー数と相性の良い新
たな絡み目の不変量を導入した．これについて
は自然な形で種数を変化させないための必要
十分条件を与えることができた． 
 
  代数的に分離した絡み目に特化した研究も
行った．代数的に分離した絡み目は C2̶同値
関係において自明な絡み目と同値であることが
知られている．ここで絡み目の各２成分部分絡
み目の絡み数が零であるとき，その絡み目は代
数的に分離している，という．しかしながら自己
C2̶同値関係においては，自明な絡み目に同
値でない代数的に分離した絡み目が存在する． 
 
 そこで我々は代数的に分離した絡み目が自己
C2-同値関係において自明な絡み目に同値で
あるための幾何的な十分条件を２つ与えた． １
つは代数的に分離した絡み目が張るリボン曲面
における特異点集合に関する条件で与えた．こ
れは境界絡み目が自己 C2-同値関係において
自明な絡み目に同値であるという，安原晃氏（連
携研究者）との共同研究の結果の拡張になって
いる．またもう一方は代数的に分離した絡み目
が張るクラスプレス円盤における三重点集合に
関する条件で与えた．これは C2-分離した絡み
目が自己 C2-同値関係において自明な絡み目
に同値であるという，先の神戸大学の中西康剛
氏（研究協力者）と，塚本達也氏（研究分担者），
安原晃氏（連携研究者）との共同研究の結果の
拡張になっている．

・ 単純リボン融合に関する研究

前述の単純リボン操作に関する研究の後，
単純リボン融合への拡張を着想し導入した．
単純リボン操作自身様々な形態を取り，応用

範囲の広いものであるが局所変形であると
いう点で限定的ではある．しかし単純リボン
融合はより大域的で，一般の融合（バンド和）
の研究への応用も考えられるものである．実
際 Gabai と Scharlemann による結び目と
結び目の融合による種数の超加法性の定理
の絡み目と自明な絡み目の融合への一般化
を考えた際，その第一歩となる結果を得るこ
とができた．

そこではゴールドバーグによる絡み目の
分離数とν次種数を発見したことが大きく，
前述の単純リボン操作の結果をより自然な
形で精密化・一般化できた．

具体的には，単純リボン融合（操作）は絡

み目の分離数を上げず，ν次種数は下げない

ことを示した．さらに，単純リボン融合が絡

み目型を変えないことと，分離数と最大ν次

種数を変えないことが同値であることも示

した．この結果は 2012年 12月にアメリカ合
衆 国 で 行 わ れ た 研 究 集 会 「 Knots in 
Washigton XXXV」において塚本達也氏（研
究分担者）が発表した．研究成果は現在論文

にまとめており，完成し次第専門誌に投稿す

る． 
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