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研究成果の概要（和文）：本研究の目的は，偏微分方程式の数値解法である代用電荷法（基本解

近似解法）の数理的性質を調べることである．研究の成果は以下のとおりである．(1)２次元円

板外部領域における波動問題（Helmholtz 方程式問題）に対する代用電荷法の理論誤差評価を

得た．(2)２次元 Jordan 領域におけるポテンシャル問題に対する代用電荷法不変スキームに対

する収束定理を提示した．さらに本研究では，ポテンシャル問題に対する「双極子法」を提案

した．これは，従来の代用電荷法のように点電荷ポテンシャルを用いる代わりに双極子ポテン

シャルの重ね合わせで解を近似する方法である．

研究成果の概要（英文）：The purpose of this study is to investigate the mathematical
properties of the charge simulation method (the method of fundamental solutions), which is
a numerical solver for partial differential equations. The results of the study are as follows.
(1) We obtained a theoretical error estimate of the charge simulation method applied to
two-dimensional wave problems (Helmholtz equation problems) in the exterior region of a
disk. (2) We presented a convergence theorem of the invariant scheme of the charge
simulation method for two-dimensional potential problems in Jordan regions. Besides, we
proposed a dipole simulation method for potential problems, where the solutions are
approximated by linear combinations of potentials due to dipoles instead of point charges
as in usual charge simulation method.
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１．研究開始当初の背景
科学技術計算において偏微分方程式の数

値解法は重要な問題である．本研究では，偏
微分方程式の数値解法のひとつである代用

電荷法を扱う．これは偏微分方程式の基本解
の一次結合で解を近似する方法であり，元来，
電気力学・流体力学などにおけるポテンシャ
ル問題（Laplace 方程式の数値解法）として
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用いられてきた．
２次元ポテンシャル問題

の場合について具体的に記すと

（Qj は電荷と呼ばれる実数係数
点と呼ばれる問題領域 D 外部
る．近似解は問題領域で Laplace
密に満たし，境界条件
については，拘束条件

（xi は拘束点と呼ばれる境界点
を選んで，近似的に満たすようにする
的に言えば，点電荷ポテンシャルの
せで解であるポテンシャルを
ある．
このように代用電荷法は素朴

り，計算の手間が少ない一方，
は点数 N に対し誤差が指数関数的
るという高精度を達成する．このことから
用電荷法は，ポテンシャル問題
動問題，流体問題，弾性問題など
で用いられてきた．
一方，理論誤差評価など数理解析

は，２次元ポテンシャル問題問題
られた場合にしか行われておらず
拘束点配置などは試行錯誤に
なかった．そのため，代用電荷法
質の解明が望まれていた．

２．研究の目的
本研究は，様々な偏微分方程式問題

て代用電荷法の数理的性質を
の両面から調べることを目的
には次の項目を研究目的とする
(1) ２次元波動問題に対する代用電荷法
理的性質を調べる．この問題は
次元 Helmholtz 方程式 △u+
数に相当する正定数）の境界値問題
れ，代用電荷法の近似解は次式

（Qj は複素係数，H0(1)(・) は
Hankel 関数）．これは物理的
波源とする 2 次元球面波の重ね
関数 u(x) を近似することに相当
近似について，誤差評価などの
理論・数値実験の両面から調
(2) 前項の 2 次元波動問題に対
法の性質に対し，2 次元ポテンシャル
代用電荷法について従来知られている

すと，近似解は

実数係数，ξj は電荷
外部の点）と表され
Laplace 方程式を厳

境界点）により電荷
たすようにする．物理

ポテンシャルの重ね合わ
であるポテンシャルを近似するので

素朴な解法であ
，ある条件下で

指数関数的に減衰す
このことから代

問題に限らず，波
など幅広い分野

数理解析について
問題問題などごく限

われておらず，電荷点・
に頼らざるを得

代用電荷法の数理的性

偏微分方程式問題に対し
理論・数値実験
とする．具体的

とする．
代用電荷法の数
は数学的には２

+k2u=0（k は波
境界値問題で与えら

次式で与えられる．

は 0 次の第１種
物理的には，点ξj を

ね合わせで波動
相当する．この

などの数理的性質を
べる．
対する代用電荷

ポテンシャル問題の
られている理論

結果との比較・検証を行う．
テンシャル問題の理論解析
他の様々な 2 次元偏微分方程式
立つことが数値実験によりわかっており
の結果を理論的に裏付ける．
(3) なお，研究当初の目的には
分方程式問題に対する代用電荷法
研究，および，代用電荷法ソフトウェアの
発も含まれていた．

３．研究の方法
(1) 2 次元波動問題に対する
理的性質（誤差評価など）を
両面から調べる．本研究で扱
連結領域 D における Helmholtz
Dirichlet 境界値問題

または Neumann 境界値問題

である．本研究ではとくに，
本的な問題である円板外部領域

の問題を扱う．この場合，拘束点
ξjは等間隔同位相点配置，
うに円境界と同心円上に等間隔
自然である．

ここで，qは 0<q<1 と呼ばれる
assignment parameterと呼ばれる
誤差=O(qN)となることが数値実験
いる．本研究ではこれを理論的
なお，この誤差評価はポテンシャル
する代用電荷法と同じであり
問題に対する場合と同様の代用電荷法
質が円板外部波動問題についても
ことが，この研究で示されることになる
(2) 本研究では様々な２次元偏微分方程式
に対する代用電荷法の基本的性質
実験両面から調べる．とくに
題では，assignment parameter
間隔同位相点配置を用いると
うポテンシャル問題と同様の

．実は，2 次元ポ
理論解析と同様の結果が

次元偏微分方程式に対して成り
によりわかっており，そ

．
には，3 次元偏微

代用電荷法の数理的
ソフトウェアの開

する代用電荷法の数
を，理論・実験の
扱う問題は外部単

Helmholtz 方程式の

境界値問題

，一番簡単かつ基
円板外部領域

拘束点 xi，波源点
，すなわち，次のよ
等間隔にとるのが

ばれる定数で，
ばれる．このとき，

数値実験でわかって
理論的に証明する．

はポテンシャル問題に対
じであり，ポテンシャル

代用電荷法の性
についても成り立つ
されることになる．
次元偏微分方程式

基本的性質を，理論・
とくに円板（外部）問

t parameter を q とする等
いると誤差=O(qN)とい

の結果を得るこ



とが様々な偏微分方程式問題
的にわかっており，これを理論的
また，一般領域問題についても
ポテンシャル問題に対する代用電荷法
法がどれだけ使えるかに注意

４．研究成果
(1) 平成２２年度は，円板外部領域問題
ける２次元波動問題，すなわち
方程式の Dirichlet 境界値問題
電荷法の誤差評価を理論・実験
べた．その結果，拘束点・波源点
parameter を q とする等間隔同位相
場合，境界データが解析的であるならば
用電荷法の誤差は O(qN)となることがわかっ
た．これは，２次元円板外部領域
ャル問題に対する代用電荷法
に知られている理論誤差評価
であるという点で，理論的に興味深
ある．そして，代用電荷法の応用
ある拘束点・波源点の配置の仕方
要な知見を与える．この研究成果
および学会口頭発表⑦，⑨，⑩
た．
(2) 平成２３年度は，２次元波動問題
る代用電荷法について，
Neumann 境界値問題について改良
差評価を得た．さらに，代用電荷法
を波動関数の解に対する補間公式
と，理論的にはほぼ最適な補間公式
とを示した．この結果は，２次元円板領域
テンシャル問題に対する代用電荷法
解が，同領域における調和関数
ほぼ最適であるという先行研究結果
であり，代用電荷法が様々な偏微分方程式
近似解法として精度が良いことを
示唆するものである．この結果
発表⑦，⑨，⑩で公表し，現在論文発表
備中である．

同年度はまた，２次元ポテンシャル
対し，電気双極子を用いた代用電荷法
した．この方法は，従来のように
ンシャルを使う代わりに，電気双極子
シャルの重ね合わせで解を近似
には，２次元平面領域 Dにおける
程式△u=0 に対し，

（pjは双極子モーメントに相当
トル，ξj は問題領域 D 外部の
似する．さらに，この方法を数値等角写像
も応用した．これはポテンシャル
る新しいタイプの代用電荷法
あり，従来の方法に比べてより
似解を与える可能性が期待される

図１に，円板領域

について実験
理論的に証明する．

についても同様の研究を，
代用電荷法の手

注意しながら行う．

円板外部領域問題にお
すなわち，Helmholtz

境界値問題に対し，代用
実験の両面から調

波源点を assignment
等間隔同位相にとった

であるならば，代
となることがわかっ

次元円板外部領域のポテンシ
代用電荷法についてすで

理論誤差評価と同じ収束率
興味深い結果で
応用の際重要で
仕方について重

研究成果は，論文③
⑩，⑪で公表し

次元波動問題に対す
，特に円板外部

改良した理論誤
代用電荷法の近似解
補間公式とみなす
補間公式であるこ

次元円板領域ポ
代用電荷法の近似

調和関数の補間として
先行研究結果の拡張

偏微分方程式の
いことを理論的に
結果は，学会口頭
現在論文発表の準

ポテンシャル問題に
代用電荷法を提案

のように点電荷ポテ
電気双極子ポテン
近似する．具体的

における Laplace 方

相当する定数ベク
の点）と解を近
数値等角写像に

れはポテンシャル問題に対す
代用電荷法の数値解法で

べてより性質の良い近
される．

におけるポテンシャル問題

に対する双極子法の誤差を示
束条件に用いる拘束点 xi および
く点ξj は次のようにとっている

ここで，σはσ>1 なる定数
この研究結果は，論文（査読

び学会口頭発表③，④，⑧で
読付き論文誌に投稿中である

また，当年度は，２次元波動問題
代用電荷法の高速多重極展開
ピューティングによる高速計算
表⑤），および，波動逆問題
よる解法（学会口頭発表⑥）
も得た．
(3) 平成２４年度は，一般の
けるポテンシャル問題に対
不変スキーム，すなわち，座標
換および境界値の原点移動
キームに対し，拘束点・電荷点
の仕方および近似解の収束
た．具体的には，円板外部領域
部に写す等角写像を用いて拘束点
配置するとよい．詳しく述べると
を Dとして，円板 Dρ外部から
への等角写像Ψを考える（図
は２次元 Euclid 平面と複素平面
する．等角写像の存在は，Riemann
理により保証されている）．

図 1：2 次元ポテンシャル

対する双極子法の誤差

示す．ここで，拘
および双極子を置

のようにとっている．

定数である．
査読なし）②およ
で公表し，現在査

である．

次元波動問題に対する
高速多重極展開および GPU コン

高速計算（学会口頭発
波動逆問題の代用電荷法に

）という研究成果

の２次元領域にお
対する代用電荷法
座標のスケール変

原点移動に対し不変なス
電荷点の有効な配置
収束を理論的に示し

円板外部領域を問題領域外
拘束点・電荷点を
べると，問題領域

から問題領域 D外部
図２参照．ここで

複素平面とを同一視
Riemann の写像定

）．等間隔同位相の

ポテンシャル問題に

誤差



点ρω j， σρω j(j=0,1,
=exp(2πi/N);σ>1)をとり，それら
像による像Ψ(ρωj), Ψ(σ
れ拘束点・電荷点に用いるのである
合，境界データが解析的であるならば
電荷法は拘束点・電荷点の数を
て真の解に指数関数的に収束
した．この結果は，代用電荷法
ム，すなわち，不変スキームのような
を持たない従来のスキームに
がすでに示しており，本研究の
不変スキームに拡張したものである
不変スキームの場合，古典スキームの
理論的収束定理で要求されている
不自然な幾何学的仮定が不要
わかった．代用電荷法不変スキ
は，円板領域問題に適用した場合
理論的解析が詳細に行われており
性が示唆されていたが，本研究結果
キームは一般の領域の問題に
あり，古典スキームに対する優越性
た．本研究結果は論文誌投稿中
口頭発表①，②，③にて公表

また当年度は天野らとの共同研究
多重連結領域から平行スリット
角写像に対する代用電荷法による
法を考案し，論文①で公表した

図２：等角写像による拘束点

配置．●を拘束点，●を電荷点

(j=0,1,…,N-1; ω
それらの等角写

σρωj)をそれぞ
いるのである．その場

であるならば，代用
を増やすにつれ

収束することを示
代用電荷法の古典スキー
スキームのような不変性

のスキームに対しては桂田
の結果はこれを

したものである．さらに，
スキームの場合の

されている物理的に
不要であることが
スキームについて

場合に対しては
われており，その有用
本研究結果から同ス

に対して有用で
優越性が示され

論文誌投稿中であり，学会
された．

共同研究により，
スリット領域への等

による近似計算
した．

(4) 当初の研究目的にあった
対する代用電荷法の研究および
ソフトウェアの開発は，この
ことができなかった．これは
的になかった「双極子法」を
究に時間を割いたことが理由
３次元問題の場合は２次元
数理的解析が格段に難しいことも
る．無理のない研究計画を立
たというのが反省点である．
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