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研究成果の概要（和文）：

気液二相流など，複数の流体が併存する二流体問題のための，新しい数値解法を開発した．

この解法は，単一流体問題で確立された数学理論に基づいていること，任意形状領域に適

用できること，流体界面で働く力が考慮されていること，対称行列のみの計算でコストが

軽減であることの特長を持っている．このスキームを用いて，砂時計形状領域で密度の異

なる二流体の挙動を数値シミュレーションし，分離と併合を実現する結果を得た．

研究成果の概要（英文）：

A new numerical scheme has been developed for two-fluid problems such as gas-liquid

two-phase flows, where multiple fluids coexist. This scheme is based on the

mathematical theory established in the single-fluid problem, is applicable to problems

in the domain of any shape and subject to the force at the interface of fluids, and has

the advantage of low computation cost since the resultant linear system is symmetric.

Simulating the movement of two fluids with different densities in a container of

hourglass shape by this scheme, we have realized numerically the phenomena of

splitting and merging of fluids.
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１．研究開始当初の背景

ナヴィエ・ストークス方程式で記述される

非圧縮粘性流れ問題に対する数値解法の数

学 的 正 当 化 は ， Girault-Raviart[1986],

Brezzi-Fortin[1991]などの体系化された書

物を経て，有限要素法で確立され，その結果

は工学的実用計算に用いられている．高レイ

ノルズ数流れ問題や大規模計算への対応な

ど課題は残っているが，単一流体問題に関し

ては信頼ある数値計算結果を得ることがで

きるようになった．一方，気液二相流など複

数の流体の数値計算は産業界の必要性があ

り，数多くの数値シミュレーションが国内外

でなされているが，数学的に正当化された数

値計算手法はまだ得られていない．

二流体問題に対する数値解法の正当性，す

なわち，計算スキームの安定性と数値解の収

束性に関して，現在得られている結果は非常

に限られている．その原因は二流体問題が単

一流体問題にはない二つの難しさを持って

いるからである．すなわち，それぞれの流体

が占める領域自身が未知であることと，二つ

の流体界面でその曲率に応じた表面張力が

働くことである．そのため，数値解の収束性

の結果はまだ得られていない．計算スキーム

の安定性に関しては，Bansch[2001]の結果と，

2007 年に研究代表者によって得られた結果

があるのみである．前者の数値計算法は複雑

であり，実用計算に取り入れることは容易で

ないが，後者の結果はエネルギーの意味で安

定性を考慮したもので，実際の計算に向いて

いる．この後者の数値計算スキームが本研究

の出発点である．

流体が占める未知領域を安定に計算する

方法を構成することは容易でなかったが，上

記の論文で我々は，全領域を解析領域とし界

面位置のみを移動する計算手法を採用し，表

面張力の計算には有限要素法で自然に用い

ることができる弱形式を取り入れることに

より，全領域でエネルギー安定性を調べるこ

とができるスキームを作成することに成功

した．この手法は界面追跡法に分類される数

値解法であり，数値拡散の影響を受けること

なく，界面位置を鮮明に捉える事ができる特

長を持っている．このスキームではナヴィ

エ･ストークス方程式の非線形項の近似に，

歪称性構造の三重形式を用いている．一方，

研究代表者は，流れ問題の物質微分項を特性

曲線法で近似する特性曲線有限要素法の研

究も行っている．この手法は，高レイノルズ

数問題に有効であり，元の問題が非対称であ

るに関わらず対称行列の範囲で計算できる

特長を持っている．この方法を二流体問題に

取り入れれば粘性が小さい問題でも，より安

定に解けると同時に，計算速度の向上を図る

ことができる．表面張力は流体の占める領域

形状に依存しているので，二流体問題では陰

的解法であっても時間刻みを小さく取らざ

るを得ない．したがって，計算量が増大する

ことは避けられない．その各段階で対称行列

の範囲で問題が解けることは，計算量を大き

く軽減化するものである．

２．研究の目的

(1) 二流体問題のための，数学的に正当化

された新しい数値解法を開発すること．

(2) 開発した数値解法の数学的特性を調べ，

その解析を行うこと．

(3) 開発した数値解法を用いて二流体問題

の数値シミュレーションを行うこと．

３．研究の方法

(1) 研究代表者が 2007 年に発表したエネ

ルギー安定有限要素スキームを，高レ

イノルズ数の場合でも有効に計算でき

るために，ナヴィエ･ストークス方程式

の非線形移流項を特性曲線有限要素法



を用いて近似する新しいスキームを作

成する．

(2) この新しい計算スキームのエネルギー

安定性を理論と数値計算の両面から解

析する．理論解析では，従来のエネル

ギー安定有限要素スキームで開発した

方法を特性曲線有限要素法に拡張して，

新たに現れる項の評価を行う．

(3) 数値計算を，新規に購入する高性能パ

ーソナル･コンピュータで行いスキー

ムの特性を捉え，理論へのフィードバ

ックと理論結果の検証を行う．

(4) 新しいスキームで気泡上昇問題等の二

流体問題の数値シミュレーションを行

う．

(5) 数値解の収束性について理論と計算の

両面から解析する．さらに，流体の併

合，分離を伴う問題へ計算スキームの

拡張を行う．

４．研究成果

(1) 研究代表者が 2007 年に発表したエネ

ルギー安定有限要素法を用いて，砂時

計形状領域で密度の異なる二流体の挙

動を詳細に数値シミュレーションした．

容器境界で滑り境界条件と粘着境界条

件の違いによる挙動への影響，エネル

ギーの時間推移，落下流体の重心の時

間推移を観測解析した．

(2) エネルギー安定有限要素スキームを高

レイノルズ数の二流体問題に適用する

ために，特性曲線有限要素近似を物質

微分項に用いる新しいガレルキン特性

曲線有限要素スキームを作成した．特

性曲線近似法は流体粒子の軌跡の近似

に基づく数値解法であり，高レイノル

ズ数流れ問題でも細かい分割を必要と

しない特長を持っている．さらに，対

称行列の範囲で問題を解くことができ

るので，二流体問題計算の主要部分を

占める大規模連立一次方程式の解法に

要する時間を短縮することができた．

(3) この新しい計算スキームのエネルギー

安定性を理論と数値計算の両面から解

析した．理論解析では，従来のエネル

ギー安定有限要素スキームで開発した

方法を特性曲線有限要素法に拡張して，

特性曲線法で新たに現れる項の評価を

行った．その結果，エネルギーの意味

で安定性が，界面上で近似曲率の自乗

積分量で評価できることを示した．

(4) 流体の分離・併合を取り扱うことがで

きるように，スキームの改良を行った．

その結果，砂時計形状領域を占める密

度の異なる二流体の挙動の数値計算で，

多数回の分離と併合を実現するシミュ

レーション結果を得ることができた．

レベルセット法を用いて界面捕獲法に

基づく数値計算では，このような流体

の分離と併合を取り扱うことは比較的

容易であるが界面位置の計算精度が落

ちる．切り口に使われるレベルセット

関数が要素分割の精度しか持たないか

らである．一方，我々の方法は界面追

跡法に基づいているので，分離や併合

など流体の位相変化を伴う計算をする

にはプログラミング上の高度のテクニ

ックが要るが，界面位置と表面張力の

計算精度はレベルセット法より大きく

向上した．

(5) 流体の分離・併合のアルゴリズムをよ

りロバストなものに改良した．その結

果，界面位置が精度良く計算できる界

面追跡法の特長を維持しつつ，分離や

併合など流体形状の大きな位相変化に，

より適切に対応できるようになった．



砂時計形状のくびれた領域で，密度の

異なる二流体が混じり合い，分離併合

を繰り返して落下するシミュレーショ

ン結果を得ることができた．

(6) この研究に関連して得られた成果．

① 質量保存性を維持した特性曲線有限要

素スキームを開発し，移流拡散方程式

に対して収束性を証明した．

② 集中質量近似を用いるガレルキン特性

有限要素スキームを作成した．このス

キームでは，従来特性曲線法で必要と

されてきた数値積分を用いることなく

計算を実行することが可能であり，移

流拡散方程式に対して収束性を証明し

た．

③ 数値積分を必要としない特性曲線差分

スキームを開発し，移流拡散方程式に

対して２乗積分平均ノルムで収束性を

証明した．数値積分誤差から引き起こ

される不安定性を解消する一つの方法

である．

④ 領域分割法を用いて数値計算をする際

に強型ロビン境界条件の下での有限要

素解の挙動を調べた．

⑤ 差分法で特性曲線近似を行う際に非格

子点を使って近似を行うことが必要に

なるが，その近似の特性と評価を行っ

た．

⑥ 風上要素選択有限要素法と集中質量近

似を用いた特性曲線有限要素法がある

条件の下で同等になることを示した．

(7) これらの研究成果は，ロシア・サンク

トペテルブルグでの第６回計算流体力

学国際会議(2010.7)，ドイツ・ミュンヘ

ンでの第 16 回流れ問題有限要素法に

関する国際会議(2011.3)，ヴェトナム・

ハノイでの第５回高性能科学計算に関

する国際会議(2012.3)等で，また，国内

では，日本数学会，応用数理学会，数

値流体力学シンポジウム等で毎年，発

表した．これらの発表でこの数値解法

の新しいアイデアと理論的整合性，計

算の簡潔さが注目された．

(8) 現在のスキームは 2 次元用であるので，

3 次元問題に対応したスキームを作成

することが今後の課題である．定式化

で 2 次元，3 次元の違いはほとんどな

いが，プログラムの実装において計算

効率を上げる新たな工夫を加える．二

流体問題のための数学的に正当な，か

つ，実用的な計算スキームが得られる

ことの意義は大きい．
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〔その他〕

平成 23年 9月 26日付け長野 MSN 産経ニュー

ス．

見出し：来月１日，松本で日本数学会講演会

長野．

記事内容：日本数学会 2011 年度秋季総合分

科会の市民講演会が松本市の中央公民館で

開催され，早稲田大学理工学術院の田端正久

氏が「数値シミュレーションへの誘い」と

題して講演する．
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