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研究成果の概要（和文）：Segal-Wilson による佐藤のグラスマン多様体の方法の解釈を，無反

射ポテンシャル全体の空間の閉包上に適用し，KdV 力学系を構成した．その際重要になる部分

空間の正値性の概念を導入し，その上でτ関数の非退化性を示した．さらに生成要素及び生成

要素に作用する群を表現するモノドロミー行列を導入し，シフト変換に対する Remling の定理

を KdV 力学系に拡張した．これにより KdV 力学系の不変部分集合の特徴付けが可能になった． 

 
研究成果の概要（英文）：Segal- Wilson’s interpretation of Sato’s grassmann manifold method 
was applied to the closure of the space of all reflectionless potentials, and a KdV flow on it 
was constructed. In the construction a notion of positivity of subspaces was introduced and 
used to show the non-degeneracy of the τ-function. Remling’s theorem on shift flow was 
extended to the KdV flow by introducing generating functions and monodromy matrices 
describing the group action on the generating functions, which made it possible to 
characterize invariant subsets of the KdV flow. 
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１．研究開始当初の背景 

ソリトン乱流を構成することを目標にし

て，無反射ポテンシャルの閉包上に KdV 力

学系を構成することからこの研究を開始し

た．当初はガウス系の２次汎関数を使う確率

論的な方法を思いついたが，それでは一方の

軸で減少する回しか表せないことがわかり，

別の方法を探したところ，R.Johnson が

Segal -Wilson による佐藤の方法の解釈を無

反射ポテンシャルの閉包上に提要している

論文を見つけ，その方法を利用することにし

た．しかし，厳密な基礎づけにはいろいろな



点を克服する必要があり，本計画はその基礎

づけから開始した． 

 

２．研究の目的 

研究の目標を 

（１） KdV 力学系を利用し，シュレーディ

ンガー作用素のスペクトルが絶対連

続であるとき，そのポテンシャルの

概周期性を示すこと 

（２） ソリトン乱流を表現する理想的な確

率測度をKdV力学系で不変な確率測

度として導入すること 

の２点において研究計画を立てた．当初の計

画においては（２）のみを上げていたが，KdV

力学系の構成が概周期性の証明に有用なこ

とは，有限次元の力学系において積分が十分

の数あればその力学系は準周期的あである

という古典的な結果より明らかであるので，

（１）を追加した． 

 したがって，この研究の目的は， 

（１） 有限次元可積分系における準周期性

の結果を無限次元の可換な力学系に

まで拡張したいという数学的な期待

を実現すること． 

（２） 物理的に存在が予想されてソリトン

乱流を数学的に構成すること 

の２点である． 

 

３．研究の方法 

KdV力学系の構成にはSegal-Wilsonの方法

を適用する．Segal-Wilson では KdV 力学系の

構成そのものに重点を置いているが，本計画

では，対応するシュレーディンガー作用素の

スペクトルに関心があるので，Segal-Wilson

の理論をスペクトル論の立場から構成しな

おす必要がある．そのためには 

（１） 無反射ポテンシャルの空間の閉包上

でτ関数が退化しないことを示す． 

（２） Weyl-Titchmarsh 関数を導入し，それ

の群作用での変化を記述する方法を

見出す． 

などの理論の基礎部分を整備する．構成され

る KdV力学系は無限個の可換な力学系からな

っているので，対応するシュレーディンガー

作用素のスペクトルの絶対連続性の条件の

下で適当なコンパクト性の条件を見出し，ポ

テンシャルの概周期性を示す．ポテンシャル

の概周期性に関しては Sodin-Yudituki によ

る Parreau-Widom型リーマン面上のハーディ

空間論を使う精緻な結果がある．ここでは，

対象としている絶対連続スペクトル部分が

持つ性質をできるだけ一般的な条件にして，

概周期性のための本質的な部分を抽出した

い． 

 ソリトン乱流については， Molchanov らに

よる物理的な考察があるが，その論文は，ア

イデアはあるものの，数学的な意味で証明さ

れた結果ではない．ここでは構成された KdV

力学系を利用して，確率論的な考察により，

ポアソン測度的あるいはガウス測度的な KdV

力学系不変な確率測度を見出す． 

 

４．研究成果 

本研究者は2008年にKdV力学系の構成に

ついての論文を発表しているが，基本的な部

分で間違いがあることを発見した．それで基

本的な部分の再考察が必要になった．「研究

方法」で述べた理論の基礎づけに関しては以

下のことを示した． 

（１） 部分空間の生成関数（２つの正則関

数の組）の概念を導入し，２つの正

則関数の組が生成関数になるための

簡潔な必要十分条件を与えた． 

（２） 生成関数により，Weyl-Titchmarsh

関数を定義した．さらに生成関数に

対して群作用を記述するモノドロミ

ー行列を導入した．その際モノドロ

ミー行列が作用する群の元（ゼロ点

を持たない正則関数）が正則な範囲

では正則になることを示した． 

（３） 部分空間の正値性の概念を導入し，

無反射ポテンシャルの閉包に属する

ポテンシャルに対応する部分空間は

正値性を持つことと，部分空間が正

値性を持つときはτ関数が非退化で



あることを示した．これにより KdV

力学系が無反射ポテンシャルの閉包

上に構成できる． 

これらの基礎のもとに第１番目の目標の研

究に進んだ．しかし，ポテンシャルを持つシ

ュレーディンガー作用素が１つの絶対連続

スペクトルを持つ KdV力学系不変集合に関し

て，群の作用が推移的であることを示すこと

ができず，この目標の達成は未完成に終わっ

ている．また第２の目標に対しては取り掛か

る時間がなかった． 

 一方，この期間中に Remling がポテンシャ

ルのシフトに関する極限ポテンシャルは，元

のポテンシャルに対するシュレーディンガ

ー作用素の絶対連続スペクトル部分で無反

射になるという驚くべき結果を示した． 

   

Remling の定理：q(x)を実数値の可測関数

とし，無限に発散する tn に対して qn(x)= 

q(x+tn)とする． qnがある q*に収束するとす

る．q をポテンシャルにもつシュレーディン

ガー作用素を H(q)=-d2/dx2+q とし，H(q)のス

ペクトルがある集合 A上で絶対連続とすると， 

q は A 上無反射である．つまり m+,m-をそれぞ

れ H(q*)の右及び左 Weyl-Titchmarsh 関数と

すると m+(x+i0) = - m-(x+i0)
* が A 内の xに

対して成り立つ．  

    

A が区間である場合には，A 上の無反射性

は m+ ，m-が区間を超えて解析接続可能である

ことを示しており，この場合には q*に対して

強い制限がつくことになる．特に Aが有限個

の区間からなり，H(q*)が A以外でスペクトル

を持たない場合には q*はコンパクト・リーマ

ン面上のテータ関数で表される代数幾何的

な関数になる． 

この定理の証明方法をよく検討すると，シ

フトにより生じるモノドロミー行列が一次

分数変換として Weyl-Titchmarsh関数に作用

しているが，その一次分数変換が上半平面を

上半平面に移す性質が基本になっているこ

とに気づいた．KdV 力学系が１－パラメータ

群でできているときに，その無限小生成元に

相当する行列がある意味で正値性を持てば，

モノドロミー行列が上半平面を上半平面に

移すことを示し， Remling の定理を KdV 力学

系に拡張することができた．これにより KdV

力学系の極小閉不変部分集合の構造につい

て一般的な結果を得ることができる．また，

KdV 方程式において初期値が減少しない場合

でも，時間の無限大での解の挙動について結

果を得ることができた．特に初期関数をポテ

ンシャルに持つシュレーディンガー作用素

のスペクトルがある半無限区間からなりそ

こで絶対連続ならば，時間無限大で定数に収

束することがわかる．またスペクトルが有限

個の区間からなり，そこで絶対連続になると

きには極限は代数幾何的な関数のなること

もわかる． 

 この結果はしかし，初期関数が無反射ポテ

ンシャルの閉包に属する場合しか示せてい

ない．一般の初期関数に対しても成立するこ

とが期待されるが，そのような関数に対して

KdV 方程式が一意的な解を持つことは知られ

ていないので，今のところ予想でしかない．

また KdV方程式と同様なカテゴリーに分類さ

れている，戸田方程式，非線形シュレーディ

ンガー方程式などにもこの方法が適用でき

ることが予想されるが，今後の課題である． 
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