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研究成果の概要（和文）：ｄ次元ユークリッド空間上で定義された rarial 関数（原点からの距

離にのみ依存する関数、放射状関数、と訳されることもある）に対する周期化関数の多重フー

リエ級数の球形部分和の変動について研究した。我々は、これらの多重フーリエ級数について 

Pinsky 現象、Gibbs-Wilbraham 現象及び第 3 の現象（Kurastubo 現象）を研究した。第 3 の

現象は、解析的整数論の古典的なテーマでもある格子点問題と密接な関係がある。また、フー

リエ級数の収束問題はある意味で格子点問題と同値であることをしめした。 

 

研究成果の概要（英文）： For the multiple Fourier series of periodization of radial 
functions on d-dimensional Euclidean space, we studied  the behavior of the spherical 
partial sum. We showed the Gibbs-Wilbraham phenomenon, the Pinsky phenomenon and  

the third phenomenon for the multiple Fourier series. The third phenomenon is closely 

related to the lattice point problems, which is classical theme of analytic number theory. 

We also proved that the convergence problems on the Fourier series is equivalent to 

the lattice point problems in a sense. 
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１． 研究開始当初の背景 

 

我々は、一貫して多重フーリエ級数の収
束問題について研究を進めてきた。1 変

数のそれは、幾多の先人の研究の蓄積の
上 に 最 終 的 に は 1966 年 に
Carleson-Hunt によって完全解決に至
った。その前後より 2 次元以上の考察に
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関心が移ってきた。中でも 1971 年に発
表された Fefferman の 2 編の論文は衝
撃的なものであった。フーリエ級数の部
分和を矩形にとれば1変数と同様な結果
が得られるが、球形にとった場合は、ノ
ルム収束でさえも“p=2”以外には成り
立たないというものであった。一般に点
毎の収束問題はそれよりも難しいので、
一般の関数について何か結果を出すの
は至難の技といわざるを得ない。このよ
うな状況の中で突破口を開き、この分野
の研究に大きな刺激を与えたのが、1993

年の Pinsky の論文であった。1 変数の
考察からは予想もできない現象で、しか
も証明は非常に初等的なものであった。
後に Kahane はこの現象を Pinsky 現象
と呼んだ。 

(1) Pinsky 現象とは、対象関数が原点の近
傍では滑らか（定数であってさえも）離
れたところに存在する特異点（不連続点
など）のために原点でそのフーリエ級数
の球形部分和が発散する現象をいい、
1990 年代の初めに M. Pinsky により発
見された。彼はこの現象が３次元以上で
発生する例として ball の特性関数がある
ことを具体的に示した。1 次元の場合は、
Riemann の局所性定理によりこのよう
な現象は生じない。原点の近傍で滑らか
ならば、それに含まれる任意のコンパク
ト集合上で一様収束するからである。２
次元以上ではこの局所性が成り立たない
ことがよく知られているが、この性質を
もつ簡単な関数を示すことには成功して
いなかった。境界の特異性（不連続性）
を強くすれば Taylor により計算ソフト
Mathematica を用いたグラフによって
2 次元の波動方程式の基本解が求める条
件を満たすことが示唆された。 

(2) Gibbs-Wilbraham 現象とは、関数の不連
続な点ではフーリエ級数の部分和の非一
様収束性から生じる特異な変動をいう。
フーリエ積分の逆変換の球形部分和につ
いては Brandlini, Colzani, Pinsky や
Taylor などによってかなり一般に研究さ
れていたが、多重フーリエ級数について
は手がつけられていなかった。 

(3) 格子点問題とは、狭義には半径 r の球に
含まれる整数解（各座標が整数）お個数
を考察する問題で、この球の体積が第 1

近似となるが、この誤差を評価しようと
いう解析的整数論の問題であるが、ここ
ではある種の重みを付けた拡張された問
題のことをいう。1920 年代より Hardy, 

Landau, Jarnik, Walfisz などのヨーロ
ッパの数論の研究者により研究されてき
た。1970 年代にはチェコスロバキアの
Novak により精力的に研究されていた。 

(4) 多重フーリエ級数のグラフは計算ソフト
Mathematica などを使用することによ
り容易に視覚化できる。M. Taylor のリ
プリントではグラフから読み取れる現象
について、部分和をとる次数の大きさに
依存して Pinsky 現象よりは小さいが、
Gibbs-Wilbraham 現象よりは大きな小
刻みな変動の発生について指摘している。
ときに激しく、ときに穏やかに変動
“serendipity”を示すこの現象は数学的
には証明されていなかった。 

(5) 格子点問題の Hardy 予想（“重み付き”
の場合に拡張して考える）と多重フーリ
エ級数の点毎収束問題の関係について論
じた文献は皆無であった。その関係とは
一方の結果を応用して他方の結果を導く、
あるいはその逆、理想的には何らかの“同
値性“を意識した考察をいう。 

(6) 1 次元において有界変分関数のフーリエ
級数は、不連続点の近傍でフーリエ級数
が非一様収束することから生じる現象、
つまり Gibbs-Wilbraham 現象を生じる。
このGibbs-Wilbraham 現象の発見は 19

世紀の中頃までさかのぼるが、この現象
の起こるとき、フーリエ部分和の曲線の
長さの大きさについて上からの order 評
価が部分和の次数の対数であることがR. 

S. Strichartz （2000 年）により得られ
ていた。 

 

 

２． 研究の目的 

 

(1) 我々は、研究の対象とする関数をｄ次元 

ユークリッド空間上で定義された radial  

（原点からの距離のみに依存する、放射 

状とも訳す）関数から周期化関数として 

生成される周期関数にしぼった。この周 

期化関数のフーリエ係数は、もとの関数 

のフーリエ積分から計算される利点があ 

る。 

 

 

３． 研究の方法 

 

(1) G. H. Hardy の等式（歴史的には 

Voronoi-Hardy-Landau の等式と呼ぶ
べきかもしれない）を原点以外にも成立
するように拡張する。この等式と 

Poisson の和公式を用いることでフーリ
エ級数の部分和とフーリエ積分の逆変換
の部分和との関係を導く。新しい研究の
視点として 計算ソフト Mathematica を
使って視覚化することにより論理の道筋
を説明する。 

(2) フーリエ級数をフーリエ積分の逆変換の
部分和で近似してその誤差を格子点問題



（重み付き格子点問題）の評価に帰着さ
せる。この部分では Noak の 1970 年代
の研究成果が生きてくることになった。 

(3) 格子点問題の拡張された Hardy 予想と
我々の研究対象の関数のフーリエ級数の
球形部分和との関係を追及する。 

(4) １ 次 元 の 有 界 変 動 関 数 に つ い て
Strichartz の計算を精密に計算するこ
と で  不 等 式 を 等 式 で 置 き 換 え
Strichartz の結果を精密にする。 

 

 

４． 研究成果  
 

(1) 球面上に特異点を持つある radal 関数
から生成された周期化関数（Pinsky の
ball の特性関数、Taylor の波動方程式
の基本解を含む）に対して、多重フーリ
エ級数の球形部分和は、フーリエ積分の
逆変換の球形部分和（第 1項）、格子点問
題の評価式とフーリエ積分の積の有限和
（第 2項）及び error term（第 3項）の
３つの部分の和で表すことができた（以
後、分解定理と呼ぶ）。これは論文②、④
で発表された。 

(2) 我々の 1996 年の論文で、ball の特性関
数の多重フーリエ球形部分和は、原点と
不連続点をなす球面を除き各点で収束す
ることが証明されたが、5 次元以上のと
きは、有理数点（各座標が有理数）での
下からの評価が不完全であった。我々は
論文④でこの問題を完全に解決した。と
くに 5 次元については、有理点（各座標
が有理数）では発散するが、然らざる場
合は収束する、という結果になる。格子
点問題の平均に関する Novak の評価式
を使って部分和の次数についてある性質
をもった数列を選ぶことができることを
使って証明に成功した。 

(3) フーリエ部分和を 3 つの部分に分解でき
る（分解定理）ことを証明した（投稿準
備中）。第 1 項は Bessel 関数のからむ積
分で評価され、第 2 項は格子点問題の評
価式と関数のフーリエ積分に関わる部分、
惰 3項は一様評価をもつ誤差項である。 

(4) 分解定理により、考察対象の関数族に対
しては、原点における Pinsky 現象の発
生メカニズムを解明した（投稿準備中）。 
第 1項が惰 2項より相対的に大きいため、
惰 1 項の性質がその現象の存否を決定す
ることを明らかにした。 

(5) 分 解 定 理 に よ り 、 境 界 に お け る
Gibbs-Wilbraham 現象の発生メカニズ
ムは、4 次元以下のとき、第 1 項が第 2
項より相対的にも大きい状況のとき発生
することを証明した（投稿準備中）。なお
5 次元以上のときは、第 2 項が大きくな

ってその現象を掻き消してしまうメカニ
ズムが明らかとなった。 

(6) 2 次元と 3 次元のときには、研究対象の
関数族のフーリエ級数の収束性と Hardy
予想が同値であることが証明できた（投
稿準備中）。 

(7) 1 次元における Gibbs-Wilbraham 現象の
生ずる状態（有界変分で不連続な）でこ
の部分和の曲線の長さは、漸近的に（関
数の全変分）と（部分和の次数の対数）
の積になることが証明できた（①）。 
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