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研究成果の概要（和文）：2 階半線形退化双曲型方程式に対する境界値問題の解の振動性につい

て，振動解となる十分条件を与えた．特に境界条件としてディリクレ条件およびロバン条件の

場合を考察した．また，具体例のトリコミ型方程式の正値解の存在条件を調べた．更に，伝播

速度が時間に依存する退化波動方程式の解のエネルギー評価を一般の超可微分関数族において

考察し，特に係数の滑らかさの特性を抽出できる条件と随伴関数との相互関係を見出した．同

時に係数の振動性も考慮し，その振幅と係数の退化性と滑らかさの最適な関係を解明した．

研究成果の概要（英文）：We have obtained sufficient conditions to be oscillating for the
solutions of the boundary value problems for semilinear degenerate hyperbolic equations of
second order. Especially, their problems under Dirichlet and Robin conditions were
examined. We have also studied some existence condition of the positive solution to Tricomi
type equation. Moreover, we have established the energy estimates of the solutions to
degenerate wave equations with time dependent propagation speeds in ultradifferentiable
classes, and found an optimal relation among the smoothness, degeneration and oscillation
of their coefficients.
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１．研究開始当初の背景

微分方程式の振動問題とはその解の振動
性質，正値性や係数の振動性が反映される解
の性質を考察するものである．線形常微分方
程式の振動問題については解の零点の分布
を示す 19 世紀の Sturm の定理を端緒とし，

Swanson (1968)や Kreith (1973)の著書に豊
富な研究結果の解説があり，今日までに非常
に発展している．楕円型偏微分方程式や放物
型偏微分方程式の振動問題についても 1980
年代頃までに多くの研究結果が得られてお
り，十分に整備されている．これらは N.
Yoshida (2008)の著書に詳しく紹介されてい
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る．しかし，双曲型偏微分方程式の振動問題
については現在でも余り進んでおらず，多く
の研究がなされていない状況にある．その１
つの原因は楕円型方程式や放物型方程式に
対する比較原理のような良い性質が双曲型
方程式では一般に成立しないためである．

双曲型方程式の振動問題に関する研究の
発端は Kreith (Proc. AMS 22 (1969))に遡る
ことができる．彼はそこで空間 1 次元におけ
る波動方程式の初期境界値問題を考察し，常
微分方程式の Sturm の定理を時空間変数係
数の 0 階項を有する 1 次元波動方程式に拡張
した．また，0 階項が時間変数係数の場合に
解を変数分離法で構成し，対応する空間 1 変
数に関する常微分方程式の固有値問題に解
の振動問題を帰着させた．その後，この研究
を継承した，C. Kahane (Proc. AMS 41
(1973))は空間多次元において空間変数係数
の線形双曲型方程式に対する境界値問題の
振動解の存在を示した．それまでの双曲型方
程式の振動問題の研究では楕円型境界値問
題の正値な第 1 固有関数が利用されてきたが，
そこではもっと弱い正値な劣固有関数を構
成することで解の振動性を示している．この
手法は大変意義深い．何故なら，退化楕円型
境界値問題では一般に正値な固有関数が存
在しないからである．但し，彼の構成法その
ものは退化双曲型方程式の振動問題には直
接適用できないが，0 階項などに正値性条件
を付加することで構成法を適切に修正すれ
ば同様な正値の劣固有関数の構成が期待さ
れる．

２．研究の目的

(1) 研究代表者らが既に得た初期値問題での
振動定理 (J. Math. Anal. Appl. 356 (2009))
に対応する境界値問題に対する振動定理の
確立を目指す．特に境界条件がディリクレ条
件やロバン条件の場合を考察する．
(2) (1) で予想される振動定理の条件に非斉
次な線形常微分不等式の正値解の非存在性
が現れるので，関連する非斉次な線形常微分
方程式系の解の漸近挙動を調べる．
(3) 初期値問題で非振動解を与える初期値の
条件を探求する．これは空間１次元で既に得
た研究代表者らによる正値解の存在定理 (J.
Math. Anal. Appl. 356 (2009))を再考し，空
間多次元の場合に拡張しようとする試みで
ある．特に解の表現公式があるトリコミ型方
程式の正値解の存在条件を調べる．

３．研究の方法

(1) 初期値問題における振動定理に対応する
境界値問題に対する振動定理を得るために
解に適切な荷重関数を掛けたものを空間変

数で積分した量を考えることになる．この手
法自体は古典的によく知られている変分法
や一般化されたグリーンの公式に基づくも
のであるが，その際に解に掛ける荷重関数の
構成が問題になる．初期値問題での振動定理
では Cazenave-Haraux (J. Funct. Anal. 76
(1988))で導入された補助関数を適宜修正し
たものが有効であった．一方，境界値問題で
は Kahane (1973)の観点から，対応する退化
楕円型境界値問題の正値な劣固有関数が目
的の荷重関数として相応しいことがわかる
ので，これを如何に構成するかである．その
劣固有関数を球対称解として構成しようと
すると或る種の２階線形常微分方程式に対
する初期値問題になる．ここで重要なのは退
化性を考慮に入れた適切な初期条件の設定
で，それは 0 階項などに正値性条件を仮定す
ること，及びそれを活用した巧妙なパラメー
タの導入によりなされる．
(2) 関連する非斉次な線形常微分方程式系の
解の漸近挙動を調べるには係数行列の
Lozinski ノルムと解の Lyapunov 数を用い
る．これらは共に係数行列の固有値の実部の
最大値を量る尺度なので解の指数関数的増
大度を評価するものである．斉次な線形常微
分方程式系の解の Lyapunov 数に関しては
既に豊富な研究結果が知られており，
Adrianova (1995)の著書にその多くが紹介
されている．これらの手法を参考にする．
(3) 波動方程式の初期値問題において，空間
１次元では特殊な初期条件の下で Kreith
(1969)が正値解の存在を示し，空間３次元以
下でも Cafarelli-Friedman (Trans. AMS
297 (1986))が解の古典的な表現公式を変形
して正値解を保証する初期値の条件を与え
ている．そこで，この考察を元に，初期値問
題の解の表現公式が確立している退化双曲
型方程式について，その正値解が存在するた
めの初期値の条件を追究する．特にトリコミ
型方程式では波動方程式と同様に一般空間
次元で解の表現公式が得られているのでモ
デルケースとしたい．また，連携研究者らに
よる近年の一連の研究から，解の爆発条件よ
り或る特別な初期条件で球対称解の正値性
が導かれているので，この手法を適宜修正し
てトリコミ型方程式に応用することも考え
られる．

４．研究成果

(1) 時空間変数の２階半線形退化双曲型方
程式に対する境界値問題の解の振動性につ
いて，振動解となるための十分条件を与えた．
特に境界条件として，斉次ディリクレ条件，
非斉次ディリクレ条件，ロバン条件の場合を
考察し，得られた諸定理の仮定に現れる，非
斉次線形常微分不等式の正値解の非存在条



件を具体的に検証した．
(2) (1)の非斉次線形常微分不等式に関連して，
Lozinski ノルムや Lyapunov 数などの特性
数を用いて変数係数の非斉次線形常微分方
程式系の解の漸近挙動を調べた．特に非斉次
線形系に対する Wazewski 型不等式を考案
し，新規の評価を幾つか得た．また，高次の
特性数の概念を導入し，有界係数の非斉次線
形系の解が多項式位数になるための条件を
見出した．
(3) ２階線形の有限次退化双曲型方程式で
あるトリコミ型方程式の正値解の存在条件
を考察した．特に空間１次元の場合にトリコ
ミ型方程式の解の表現公式を利用して解の
正値性を直接調べた．その結果，波動方程式
に対応する結果とは異なり，変数係数の双曲
型方程式では解の表現公式を直接用いても
満足すべき成果は得られなかった．また，解
の正値性に方程式の退化性は本質的に影響
しないことが判明した．
(4) 解の振動性とは別に，退化双曲型方程式
の係数が振動する場合に解の評価への影響
を考察した．特に１点で退化する２階双曲型
方程式のモデルとして，伝播速度が時間に依
存する退化波動方程式に対する初期値問題
の解のエネルギー評価を超可微分関数族で
行なった．超可微分関数族は解析関数，準解
析関数（一致の定理が成立する無限回微分可
能関数），Gevrey 級関数などを含む，それら
の自然な一般化である．特に係数の滑らかさ
の特性を抽出できる条件と超可微分関数族
の随伴関数との相互関係を発見した．同時に
係数の振動性も考慮に入れ，係数の振幅の大
きさ，退化性，滑らかさの関係を明らかにし
た．そして，それぞれの特性が反映されるよ
う相空間を無限個に適切に分割し，特に高周
波の領域で新たに改善された対角化の手法
を導入して解の自然なエネルギー評価を確
立した．
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