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研究成果の概要（和文）：本研究の成果は，半線形，準線形と呼ばれる発展方程式に焦点を当て，

それぞれに付随するリプシッツ作用素半群の概念を導入し，その近似定理を確立したことであ

る。特色は，解の初期値に関する連続的依存性に着目して，距離に似た汎関数により安定性条

件を定式化し，その安定性条件に誤差項を許容した点である。ボルテラ方程式に対する比較定

理の援用による半線形発展方程式の可解性についても取り組んだ。 
 
研究成果の概要（英文）：We introduce two notions of semigroups of Lipschitz operators 
associated with semilinear and quasilinear equations respectively and establish 
approximation theorems for such semigroups. The feature is to propose a new type of 
stability condition which admits “error term”. We also discuss the solvability of 
semilinear equations with the help of comparison theorems for Volterra equations. 
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１．研究開始当初の背景 
(1) 加藤理論の時間大域的理論への拡張と
近似理論の確立：与えられた微分方程式系に
おいて，その解が時間大域的に存在するかど
うかを調べることは重要な研究テーマの 1つ
である。多くの場合，時間大域的可解性は，
方程式のもつ特性を生かしながら個別的に
研究されている。これらの個別的な考察から
系統的な性質を見つけ出し，組織的に時間大

域的適切性理論を展開できないかという問
題は興味深い。一方，準線形微分方程式系に
対する時間局所的可解性は，加藤理論として
知られる，作用素半群の理論を基礎とした抽
象的準線形発展方程式の理論により，組織的
に取り扱うことが可能である。 
 
(2) 単調作用素，劣微分作用素により支配さ
れる発展方程式の枠組みの拡張：劣微分作用
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素に支配される発展方程式の解作用素は，ノ
ルムに関して縮小的である。このように，2
つの解の差を測るものとしてノルムが用い
られることが多く，その方法に対する理論が
単調作用素，劣微分作用素の理論である。高
村，Brezis による単調作用素，劣微分作用
素により支配される発展方程式に関する理
論は，多くの非線形偏微分方程式の混合問題
の強解(殆ど至る所微分可能な解)を求める
問題へ応用されてきている。また，平滑化効
果を証明する手段でもある。一方で，劣微分
作用素の理論を直接的に適用するには困難
が伴う方程式も少なくない。このような方程
式に対する適切性の問題，さらに，平滑化効
果の導出は，工夫を凝らされた劣微分作用素，
または，数種類の劣微分作用素から構成され
る作用素により支配される発展方程式の可
解性の問題へ変換され考察されている。この
ような研究手法は，Ginzburg-Landau 方程式
に対する適切性 (実函数論特別講演(2008
秋) 横田)，Neumann 境界条件つき多孔質媒体
方程式に対する適切性 (合同シンポジウム
(2009) 赤木)，熱水力学の問題に関する適切
性 (実函数論特別講演(2009 秋) 久保) の問
題などの接近法に見受けられる。これらの問
題を解明するために用いられた作用素が共
通にもつ，ある種の連続性条件を導き出せる。
この連続性条件を，劣微分作用素をその 1 例
とする理論上きわめて重要な極大単調作用
素がもつ。これは，本研究の試みが極大単調
作用素の理論を一般化するものであり，汎用
性の高い理論の構築性を暗示するという意
味で，注目に値すると考えられる。このよう
な理論的な立場からだけでなく，上述の数種
の方程式に対する混合問題の適切性を組織
的に取り扱うことができるという点で，実用
的な立場からも，当該分野だけでなく非線形
偏微分方程式の分野においても，一定の評価
を得られると期待される。 
 
(3) 保 存 則 系 の 初 期 値 問 題 に 対 す る
Kruzhkov タイプの時間大域的適切性への接
近法：長年未解決であった，保存則系の小さ
な初期値に対する時間大域的適切性の問題
は，波面追跡法，及び，粘性消滅法により解
決された。しかし，得られた一意性定理は，
単独方程式の場合に比べて複雑な表現をも
つ。また，単独保存則に対する適切性を証明
する方法には，上述の 2 つの方法のほかに，
差分近似法がある。さらに，Nishida システ
ムは，小さな初期値に限らず大きな初期値に
対しても時間大域的な弱解(微分可能性を期
待できない解)をもつことが知られているが，
弱解の大きな初期値に関する連続的依存性
が成り立つかどうかは分かっていない。この
意味において，保存則系の大きな初期値に対
する時間大域的適切性の問題は依然として

未解決である。 
 
２．研究の目的  
(1) 加藤理論の時間大域的理論への拡張と
近似理論の確立：準線形双曲型方程式に対す
る加藤理論は，Featured Review として紹介
され，時間局所的な古典解(連続的微分可能
な解)を求める強力的な理論として位置づけ
られている。与えられた微分方程式系におい
て，その解が時間大域的に存在するかどうか
という問題を解明するために，加藤理論を時
間大域的適切性の問題へ応用できるように
拡張すること，さらに，拡張された理論に対
する積公式を導き出し，それを近似可解性へ
応用することが本研究の目的である。 
 
(2) 単調作用素，劣微分作用素により支配さ
れ る 発 展 方 程 式 の 枠 組 み の 拡 張 ：
Ginzburg-Landau 方程式に対する適切性，
Neumann 境界条件つき多孔質媒体方程式に対
する適切性，熱水力学の問題に関する適切性
の問題などを組織的に取り扱うことができ
るように，さらに，平滑化効果を導出できる
ように，単調作用素，劣微分作用素により支
配される発展方程式の枠組みを拡張するこ
とが本研究の目的である。 
 
(3) 保 存 則 系 の 初 期 値 問 題 に 対 す る
Kruzhkov タイプの時間大域的適切性への接
近法：保存則系に対する適切性に関して， 複
雑な表現をもつ一意性定理の改良，差分近似
解法による接近，大きな初期値に対する時間
大域的適切性定理の確立，が重要で魅力ある
研究として活発化すると考えられる。これら
を実行に移すことが本研究の目的である。 
 
３．研究の方法 
(1) 加藤理論の時間大域的理論への拡張と
近似理論の確立：高名な加藤理論で得られる
解は初期値に関してリプシッツ連続的に依
存する。そこで，準線形双曲型方程式に対す
る時間大域的適切性の問題を，リプシッツ作
用素半群のサブクラスとして，準線形双曲型
発展方程式に付随するリプシッツ作用素半
群なる概念を導入し，その生成の問題へ翻訳
して考察した。これは，今までにない新しい
研究手法であり，本研究の特色である。準線
形発展方程式に付随するリプシッツ作用素
半群なる概念を，「解を記述する関数」と「方
程式を支配する作用素族を生成素に持つ発
展作用素」を用いて定式化する戦略をとった。
このような概念の定式化をすることではじ
めて，準線形発展方程式に付随するリプシッ
ツ作用素半群を特徴づける条件として，ノル
ムの族とそれにより安定な作用素の族の存
在が浮上することになった。 
 



 

 

(2) 単調作用素，劣微分作用素により支配さ
れる発展方程式の枠組みの拡張：単調作用素，
劣微分作用素により支配される発展方程式
の枠組みとは対照的に，距離に似た汎関数を
利用する理論がリプシッツ作用素半群の理
論であるといえる。本研究手法は，微分作用
素のイメージとは結びつきにくい連続性条
件に着目し，リプシッツ作用素半群の生成定
理を展開しようという点で，先行の研究とは
全く異なる方向性をもつことになる。 
 
(3) 保存則系に対する Kruzhkov タイプの時
間大域的適切性への接近法：保存則系の近似
可解性を目指して，リプシッツ作用素半群の
近似定理を考察する。初期値に関する連続的
依存性に着目して導入される安定性条件を
満たす近似作用素が，縮小的になるような距
離に似た汎関数が存在する。応用上，そのよ
うな汎関数が，片側凸性を有する場合は少な
くない。特に，保存則系に関して，古典解と
弱解を測る汎関数は片側凸を有する場合が
ある。そこで，汎関数が片側凸を有する場合
に焦点を絞り議論する。  
 
４．研究成果 
(1) 半線形発展方程式に対する時間大域的
適切性：準線形発展方程式に関する加藤理論
の時間大域的理論への拡張を目指して，半線
形と呼ばれる発展方程式に焦点を当て，その
時間大域的な古典解を求めるための枠組み
を提案した。その枠組みの特色は，主部であ
る線形作用素の定義域が考えている空間で
稠密とは限らない点，及び，解の低階のエネ
ルギー評価に対応する『近似解に対する増大
条件』を課すだけで，解の高階のエネルギー
評価を導出でき，そのため，時間大域的な古
典解が得られる設定になっている点である。
これらの特徴を備えた偏微分方程式として，
強い粘性を伴う準線形双曲型偏微分方程式，
及び，Zakharov 方程式などが挙げられる。
これらの方程式の時間大域的可解性の問題
へ得られた定理を応用した。 
 
(2) 放物型半線形発展方程式に付随するリ
プシッツ作用素半群の近似理論の確立：放物
型半線形発展方程式は，その方程式を支配す
る作用素が正則半群の生成素の非線形摂動
として表現されるものであり，興味深い偏微
分方程式を組織的に扱うものである。これに
焦点を当て，積公式を開発した。その際，誤
差項を許容し距離に似た汎関数を用いた安
定性条件を提案したことが従来にない本研
究の特色である。それと整合性条件のもとで
得られた放物型半線形発展方程式に付随す
るリプシッツ作用素半群の積公式を， 
fractional step method による Ginzburg - 
Landau 方程式に対する適切性定理の証明へ

応用した。 
 
(3) 加藤理論の時間大域的理論への拡張：準
線形双曲型方程式が一意な時間大域解をも
つと仮定するとき，解を記述する関数と準線
形作用素から生じる作用素族を生成素にも
つ発展作用素の存在を示し，解の一意性によ
り，両者を結びつける等式を導出した。これ
を用いて，準線形双曲型方程式に附随するリ
プシッツ作用素半群の概念を導入したこと
が本研究手法の特色である。このクラスのリ
プシッツ作用素半群に対する積公式を，準線
形作用素に課す整合性条件から生じる誤差
項を許容する近似解をうまく構成し，その近
似解と離散半群の差を詳細に評価すること
で証明した。その結果，加藤理論の時間大域
的理論への拡張に成功した。 
 
(4) 半 線 形 確 率 微 分 方 程 式 に 対 す る 
viability の考察：微分方程式に対する 
viability の考察の歴史は，有限次元空間に
おける常微分方程式に対する南雲の定理ま
でさかのぼり，近年では，抽象空間における
微分方程式に対する viability が考察され
てきている。本研究では，確率微分方程式に
対する viability を証明するために，その
問題を確率微分方程式に付随する発展作用
素の概念を導入し，その生成の問題に翻訳し
考察した。この手法が特色である。確率微分
方程式に付随する発展作用素を生成するた
めの必要十分条件が，確率劣接線条件と
uniqueness function を用いて表現される消
散条件であること証明し，Aubin と Da Prato 
による有限次元の結果をヒルベルト空間の
場合へと拡張することに成功した。 
 
(5)リプシッツ作用素半群の近似理論の確
立：先行研究と異なる点は，近似作用素が多
価であることを許容したこと，および，滑ら
かさをもつ初期値に対する近似解を利用し
て，距離に似た汎関数による近似作用素の縮
小性の概念を一般化した安定性条件を設定
したことである。この工夫により， 2 次元の
ナ ビ エ ・ ス ト ー ク ス 方 程 式 に 対 す る 
Projection Method へ応用可能なリプシッツ
作用素半群の近似定理が得られた。 
 
(6) ボルテラ方程式に対する比較定理の援
用による半線形発展方程式の可解性：半線形
発展方程式の軟解はボルテラ型の積分方程
式の解として定式化される。そのため，軟解
の初期値に関する連続的依存性は，2 つのボ
ルテラ型の積分方程式の差を評価すること
で得られ，評価後の方程式は特異な核をもつ
スカラー値ボルテラ方程式となりえる。この
ような着想のもとで，特異な核をもつスカラ
ー値ボルテラ方程式の極大解を利用して，軟



 

 

解の初期値に関する連続的依存性を定式化
した点が本研究の特色である。特異な核をも
つスカラー値ボルテラ方程式の極大解に対
する比較定理を準備して，半線形発展方程式
の可解性を考察し，無流速境界条件付き移流
拡散方程式系へ応用した。 
 
(7) 単調作用素，劣微分作用素により支配さ
れる発展方程式の枠組みの拡張：極大単調作
用素の理論を一般化した枠組みを提案でき
つつあり，整理している段階である。 
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