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研究成果の概要（和文）：臨界的に空間遠方で多項式減衰する摩擦項を持つ線形波動方程式のエネルギー減衰率の観点
からの2重構造の存在の発見し、更に強い摩擦項を持つ抽象2階線形発展方程式の解の漸近形及び最良減衰率の特定及び
非局所摩擦項を持つ波動方程式の解の精密な減衰率の特定に成功した。また、新しい改良型のFourier空間におけるエ
ネルギー法を提示し、それを具体的ないくつかの発展方程式へ応用し、その全エネルギー及び解のあるノルムの（ほぼ
）最良な減衰率を導出するに至った。

研究成果の概要（英文）：We discovered the existence of the double structure in the wave equations with da-
mping terms decaying critically near infinity from the viewpoint of the energy decay rates. Secondly we
caught the asymptotic profile of solutions to the strongly damped wave equations in the abstract framework
. Thirdly, we derived precise decay estimates of solutions to the wave equations with non-local terms, wh-
ich interpolates the weak and strong damping. Finally, we constructed a new modified energy method in the
Fourier space, and the method could be well applied to the several concrete models in order to get the (al
most) optimal decay estimates of solutions.
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１．研究開始当初の背景 
  
 当該研究のモチベーションとしての基礎
的な先行研究としては、1976年の松村氏（阪
大）の定数係数の摩擦項を持つ線形波動方程
式の解の時間無限大での減衰率を導出した
先駆的な結果がまず挙げられる。この結果の
特徴は、解の時間無限大での減衰率が、対応
する熱方程式のそれと一致する、ということ
であり、それ以降の Damped Wave の研究は、
（少なくとも）これを機に当時は、その解に
内在する拡散構造をどこに見出すのか？と
いう方向に向かっていたと言えよう。その後、
実際に、1997 年の西原氏（早稲田大）の研
究が発端となって、「線形の Damped Wave
の時間無限大での解の漸近形が、対応する
（ある初期値を持つ）熱方程式の解に等し
い」という事実を、研究代表者自身を含め、
多くの「日本人」数学者の最大の関心ごとの
一つとなり、関連する研究が一挙に盛んにな
って行った。一方で、G. Todorova氏(テネシ
ー大)及びB. Yordanov氏(テネシー大)の共同
研究によって、2001 年に彼ら独自の「重み
付きエネルギー法」によって、定数係数の巾
型非線形項を持つDamped Waveの（全空間）
における初期値問題について、熱方程式の理
論では良く知られている藤田臨界指数の特
定問題と同様の結果が成り立つことが指摘
され、それを機にこれまた一挙に「非線形」
問題の関連する結果の導出が主要問題の一
つとして扱われ多くの注目すべき結果が報
告されていった。同時期の西原氏の 3次元で
のDamped Waveの時間無限大での精密な漸
近形の導出は特筆すべき結果であるといえ
るが、いずれにせよこれらのこの時期の結果
の主な関心は、基本的に「定数係数」の
Damped Waveである、という事実に大きく
依存していたと言えよう。 
 定数係数の次なるケースとして、変数係数
を扱うのは自然なことと思われる。この時期
の変数係数に関連する問題としては、摩擦係
数が（時間あるいは空間）変数依存型になり、
特に、その摩擦係数が空間あるいは時間無限
遠で適当なオーダーで（多項式）減衰し、そ
の減衰速度とエネルギーの減衰・非減衰の関
係を観ることが興味深い問題の一つとなっ
ていた。この問題では、エネルギー減衰の観
点からは、松村氏（1977）や上坂氏（1980）
（日本大）、そして近年では望月氏（中央大）
と中澤氏（日本医大）の共同研究（1996）及
びWirth氏（2007）（Stuttgart）等の研究が
あった。また、エネルギー非減衰の立場から
は、望月氏（1976）による空間遠方で速く減
衰する摩擦係数を持つ波動方程式の漸近的
な双曲構造の研究があった。 
 さて、近年（2010 前後）、G.Todorova 氏
と B.Yordanov 氏が、空間遠方で”劣”臨界
的に減衰する空間変数のみに依存した摩擦
係数を持つ波動方程式の（ほぼ）最良なエネ
ルギー減衰率の導出に成功し、更に研究代表

者とG.Todorova氏及びB.Yordanov氏との3
人での共同研究（2009）によって、”劣”臨
界的に減衰する空間変数のみに依存した摩
擦項と巾型非線形項を持つ半線形波動方程
式の藤田型臨界指数を導出することに成功
している。つまり、ある程度空間遠方でゆっ
くり減衰する摩擦項の場合には、依然として
その拡散構造が残っていることを臨界指数
の立場から抉り出した結果といえる。 
 
２．研究の目的 
 以下の 5つについて主に考察した。 
（1）米国テネシー大学の 2 人の国際共同研
究者との共同プロジェクトとして、摩擦係数
が空間遠方で臨界的に（速くもなく遅くもな
く）多項式減衰する場合の線形波動方程式の
初期値問題を扱い、その解に対応する全エネ
ルギーの最良な減衰率を特定すること。 
 
（2）問題（1）で扱った方程式に巾型非線形
項を考え、その対応する藤田型臨界指数問題
の解決を図り、その複雑な拡散構造を抉りだ
す。 
 
（3）摩擦係数が空間遠方で”超”臨界的に
（速く）多項式減衰する場合の半線形波動方
程式の初期値問題を扱い、その対応する藤田
型臨界指数問題の解決を図り、時間無限大で
の双曲構造を Strauss numberの観点から抉
りだす。 
 
（4）強い摩擦項を持つ線形波動方程式の初
期値問題を Hilbert空間での抽象的な枠組み
で扱い、壮大な一般性のもと、その解の拡散
構造を捉えること。 
 
（5）構造的な内部摩擦を考慮した非局所項
を持つ波動方程式は、通常の摩擦を持つ場合
と強い摩擦を持つ場合とを補完するものに
なるが、その際の拡散構造の特徴をエネルギ
ー減衰の立場から分類すること。 
 
３．研究の方法 
(1)これまでに知られている関連する過去の
研究成果の収集、最新の研究成果の動向調査
及び共同研究者との研究連絡・情報交換のた
めの海外渡航あるいは共同研究者招聘が重
要であった。今回具体的には、上記研究目的
（5）から派生した問題解決に当たって、
Brazil の Santa Catarina 連邦大学数学科所
属の二人の共同研究者である、Ruy Coimbra 
Charao 氏と Cleverson Roberto da Luz 氏を
当該科研費で広島大学に招聘し、思いがけな
い結果を得るに至った。また、偏微分方程式
関連の基礎的な邦書・洋書購入を行い、基礎
知識の整理を行った。 
 
(2)研究年度 3 年目には、共同研究者である
ブラジル連邦共和国サンタ・カタリーナ大学
数学科の Ruy Coimbra Charaon 氏を訪問し、



これまでの研究代表者の研究成果・経験を踏
まえて、延べ 8 時間に及ぶ集中講義を行い、
知識の整理・伝達を行った。 
 
(3)最終年度には、論文作成や研究情報取得
のために絶対に必要なパソコンの更新を行
い、今後の研究環境の整備を行った。 
 
４．研究成果 
(1)下記文献「4」で得られた「画期的」な結
果について要約する。空間遠方で”劣”臨界
的にあるいは”超”臨界的に減衰する摩擦項
を持つ波動方程式の初期値問題については、
先述したように Todorova と Yordanov の共
同論文や Mochizuki の論文においてすでに
エネルギーの挙動の観点から、それぞれ減衰
あるいは非減衰についての議論がなされて
いるが、文献「4」では、そのどちらの場合
でも無い、”臨界的”に空間遠方で減衰する
摩擦項の場合が扱われ、その全エネルギーの
減衰率について、「二つの構造」があること
を初めて抉りだすことに成功した。その対応
する変数係数の摩擦項に深付与されている
定数（パラメータ）がある程度以上なら、そ
の全エネルギーの減衰率は、対応する熱方程
式の厳密解と同じ減衰率をもつことが示さ
れた。これは時間無限大における当該方程式
のある種の「方物型構造」を抉りだした結果
と言えよう。また、その付与された係数が小
さいときには、対応するエネルギーの減衰率
はその小さいパラメータに依存したオーダ
ーで減衰することも示した。証明方法として
は、これまで Todorova と Yordanov によっ
て開発・応用されてきた重み付きエネルギー
法（の修正版）を、研究代表者がこれまで別
の研究で経験してきた Morawetz 流の解の
L^{2}-有界性を得るための方法（研究代表者
はその”修正版”の開発者の一人である）と
組み合わせるというアイデアを援用した。 
 
(2)文献「3」で得られた結果について記す。
ここでは強い摩擦項を持つ波動方程式を抽
象化した、Hilbert 空間上の 2 階の発展方程
式の初期値問題を扱い、その方程式の持つ
「拡散構造」をエネルギー減衰及び抽象解の
時間無限大での漸近形の観点から研究を行
った。その結果、きちんとした形ではこれま
で捉えられていなかった（と研究代表者には
思われる）解の漸近形を抽象的に捉えること
に成功し、応用範囲の広い定理を得るに至っ
た。証明方法は、先行研究で Chill-Haraux
によって公表されていたスペクトル解析の
方法をUmeda-Kawashima-Shizuta流の「抽
象」Fourier 空間におけるエネルギー法と組
み合わせることを援用した。 
 
(3)文献「6」においては、上記文献「3」の方
法に触発されて、具体的なユークリッド空間
において Umeda-Kawashima-Shizuta 流の
Energy method in the Fourier spaceを援用

して、通常の摩擦項と強い摩擦項を「補完」
する「構造的な（Structural）」非局所摩擦項
を持つ定数係数波動方程式の初期値問題を
扱い、その対応する全エネルギー及び解の
L^{2}-ノルムの最良（と思われる）これまで
よりも精密な減衰率を導出することに成功
した。ここで援用されたもう一つの重要な方
法は、2003 年前後に研究代表者によって開
発された Fourier変換された初期値を巧い方
法で初期値の空間平均を抉りだすように分
解するアイデアである。この 2003 年の方法
は以外にも最近になって複数の海外の研究
者達によって別の方程式 (Timochenko 
system やら P-system など)の解の精密な減
衰評価を得る研究でも援用されているよう
である。 
 
(4)文献「1」「2」及び「5」で得られた一連の
結果について報告する。ブラジル連邦共和国
サンタ・カタリーナ大学数学科の 2人の共同
研究者である Ruy Coimbra Charao 氏と
Cleverson Roberto da Lux氏が 2012年 6月
に広島大学に 1カ月間研究連絡で来日した折
に、3人で文献「6」の結果を吟味することに
なった。その際「6」の結果のあるパラメー
タを 0に形式的にすると、これまで知られて
いる松村氏の結果と一致するはずなのだが、
実際には「6」で得られた結果とは決定的な
「ギャップ」があることが話題に挙がった。
そこでその「ギャップ（パラメータ不連続
性）」をどうやったら埋められるか、という
ことで議論した末に新たに開発されたのが、
Fourier 空間におけるエネルギー法という梅
田-川島-静田の方法を Haraux-Komornik の
不等式と組み合わせて援用するアイデアで
ある。これによってその「ギャップ」が連続
的に埋められ（文献「5」）、その新しい方法
が Plate方程式（文献「2」）及び弾性方程式
（文献「1」）に応用され、あらたにそれぞれ
の全エネルギーとその解のL^{2}-ノルムの厳
密な評価式を得ることに成功した。この方法
は現在も更に適用範囲を拡げ、抽象論の構成
が現在継続的に共同研究として行われてい
る。 
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