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研究成果の概要（和文）：リーマン面は連結な１次元複素多様体であるが，位相的には表裏の区別をつけられる曲面で
あり，一般にいくつかの把手を有している。とくに，トーラスから１点を除いて得られる面と同相なリーマン面を穴あ
きトーラスと呼ぶ。穴あきトーラスの全体は実３次元の空間をなしている。本研究では，種数正のリーマン面とそれの
把手を一つ指定したものＹを固定し，穴あきトーラスＸのうち，Ｙの中への正則写像で指定した把手に写されるような
ものが存在するＸ全体の集合Ａを考察し，ＸからＹへの有限葉正則写像が存在するＸ全体のなす部分集合Ｂと比較した
。その結果，ＡはＢの閉包であり，少数の例外を除いてＢはＡの真部分集合であることを見出した。

研究成果の概要（英文）：A Riemann surface is a connected complex manifold of dimension one, which is topol
ogically an orientable surface and hence has several handles in general. A Riemann surface homeomorphic to
 the surface obtained from a torus by removing one point is called a once-holed torus. The once-holed tori
 make a space of real dimension three. In the present research we fix a Riemann surface Y with a marked ha
ndle. We investigate the set A of once-holed tori X for which there is a holomorphic mapping X into Y whos
e image corresponds to the marked handle, and compare A with the subset consisting of once-holed tori X wh
ich allow holomorphic mappings of finite degree into Y. It turns out that A is the closure of B and that B
 is a proper subset of A unless Y is a torus or a once-holed torus. 
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１．研究開始当初の背景 
リーマン面間の正則写像においては，ごく
わずかな位相的または解析的条件を課すこ
とが実は非常に強い制限をその正則写像や
リーマン面に設けたことになってしまう，と
いう現象が見られる。換言すれば，与えられ
たリーマン面間には所要の条件を満たす正
則写像が必ずしも存在しないのである。その
ような現象を広範かつ組織的に研究し，どの
ようなリーマン面の間に与えられた性質を
持つ正則写像が存在するか，または存在しな
いか，リーマン面のモデュライ空間の上に描
き出してみたい。これがこの研究の出発点で
あった。 
リーマン面上の正則関数や有理型関数は，
それぞれ複素平面やリーマン球面の中への
正則写像と見なすことができる。それらの研
究の歴史は大変古く，また多くの結果も知ら
れている。これに比べて，一般のリーマン面
の中への正則写像の存在に関する研究はあ
まり多くないが，種数有限な開リーマン面を
同種数の閉リーマン面の中へ単射正則に埋
め込む研究が 1980 年代から新しい視点で始
められていた。本研究はこれを受け継ぎ，発
展させた位置にあると言うこともできよう。 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は，リーマン面から他のリー
マン面の中への正則写像について，リーマン
面の複素構造を決定する様々なモデュライ
や等角不変量と関連させつつ，複素解析学的
手法を中心とする種々の方法で研究し，その
結果をタイヒミュラー空間論など複素解析
学の他の分野に応用することである。本研究
では，とくに，リーマン面の把手が正則写像
の存在や正則写像の挙動にどう関わってい
るか調べる。 
 
３．研究の方法 
問題の性格とこれまでの歴史から考えて，
閉リーマン面を扱う場合と開リーマン面を
扱う場合とでは，ふさわしい手法に大きな隔
たりがあるように思われる。そこで，閉リー
マン面の正則写像を研究するグループと開
リーマン面を研究するグループを設けた。い
ずれのグループでも複素解析学的手法が研
究の中心を占めるが，それに加えて，前者で
は代数学的手法を，後者では実解析学的手法
を試みた。さらに，多様な例を作って研究の
進展に資するため，数値実験をするグループ
も設けた。 
 各自の研究成果やアイディアは，山口大学
と広島大学で開催される研究会で発表され，
検討された。さらに，山口大学において，リ
ーマン面を主題とする研究集会を 4回開催し，
内外の研究者と討論や情報交換を行った。ま
た，国内外で開催される学会・研究集会にも
積極的に参加して，成果を発表し，最新の情
報を得るよう努力した。とくに，2012 年に
ギリシャで開催された第 6回非線型解析学者

世界会議において分科会“Nonlinear prob- 
lems on Riemann surfaces（リーマン面上の
非線型問題）”を主宰したことは，研究の進展
に大いに役立った。 
 
４．研究成果 
(1) 準備 

Rを種数正のリーマン面，すなわち，把手
を持つリーマン面とする。R上の交点数が 1 
である単純閉曲線の対χ={a, b }を Rの把手
の印という。そして，組 Y=(R,χ) を，把手
を指定したリーマン面と呼ぶ。 
 R’ を種数正の別のリーマン面，χ’={a’, b’ } 
を R’ の把手の印とし，Y’ =(R’,χ’)とおく。R
から R’ の中への正則写像 f は，a, b をそれ
ぞれ a’, b’ と自由にホモトピックな曲線に写
すとき，Y から Y’ の中への正則写像である
という。さらに f が単射であるとき，Yから
Y’ の中への等角写像であるという。 
 種数 1，境界成分の個数が 1の開リーマン
面を穴あきトーラスと呼ぶ。把手を指定した
穴あきトーラスは印付き穴あきトーラスと
呼ばれる。二つの印付き穴あきトーラスは，
一方から他方の上への等角写像が存在する
とき，同じであると見なすことにすると，印
付き穴あきトーラスの全体 Tは，境界付 3次
元実解析的多様体となる。Tの元 X1, X2に対
し，X1 から X2の中への等角写像が存在する
とき，X1≦X2と書く。すると，≦は T 上の
半順序である。 
 
(2) 種数 1の開リーマン面の等角写像 

R0を種数 1 の開リーマン面とし，R0の把
手の印χ0 = {a0, b0}を選ぶ。R0から種数正の
リーマン面 R への等角写像 f は，R0の基本
群の f による像が像曲線 f (a0), f (b0)で生成さ
れるとき，単純であるといわれる。等角写像
f が単純であるか否かはχ0 によらず f だけ
で定まる。 
本研究で得られた，単純な等角写像に関す
る成果を述べる前に，比較のため，以前の研
究で得られた結果を述べよう。Y0 = (R0,χ0)
とおき，T の部分集合 T [Y0]を，条件 
 
「Y0 から把手を指定したリーマン面 Y の
中への単純な等角写像が存在すれば，Xか
ら Yの中への等角写像も存在する」 

 
を満足する印付き穴あきトーラス X 全体の
集合とする。このとき次の命題が成り立つこ
とを証明し，2007年に論文として発表した。 
 
命題１．T [Y0]は必ず最大元をただ一つ持つ。 
 
この命題は，単位円板上の正規化された単葉
関数に関する古典的な Koebe の四分の一定
理の類似物であると見なすことができる。 
さて，命題１において，把手の印は必要な
のかという疑問が生じる。より詳しく説明す
るために，記号を導入する。穴あきトーラス



の全体を Tと書く。もちろん，互いに等角同
値である二つの穴あきトーラスは同一視す
る。Tの元 S1, S2 に対し，S1 から S2 の中へ
の等角写像が存在するとき，S1≦S2 と書く。
すると，≦は T 上の半順序である。T の部
分集合 T [R0]を，条件 
 
「R0 から種数正のリーマン面 Rの中への
単純な等角写像が存在すれば，S から Rの
中への等角写像も存在する」 

 
を満足する印付き穴あきトーラスS全体の集
合とする。このとき，T [R0]も最大元を持つ
であろうか。この問題に対し次の解答を得た。 
 
定理１．R0 は位相的に有限であるとする。
このとき，T [R0]が最大元を持つための必要
十分条件は，R0 が種数 1 の閉リーマン面か
ら有限個の点を取り除いて得られるリーマ
ン面に等角同値であることである。 
 
 命題１とは対照的な結果である。把手の印
とともに考察することが単に技術的なこと
ではないことを示唆していて大変興味深い。
定理 1 は下記〔雑誌論文〕の第 11 論文に発
表した。 
 
(3) 穴あきトーラスの正則写像 
 把手を指定したリーマン面Y0を固定する。
印付き穴あきトーラス Xのうち，Xから Yへ
の正則写像が存在するもの全体の集合を
Ta[Y0]と表す。正規族の理論を使えば，次の
事実は容易に確かめられる。 
 
命題２．Ta[Y0]は Tの閉集合である。 
 
 次に，X から Yへの有限葉正則写像が存在
する X∈T 全体の集合を T∞[Y0]と表す。ここ
で，リーマン面 R1 から R2 への正則写像が
有限葉であるとは，R2 の各点の原像の個数
が一定の有限数を超えないことを意味する。 
T∞[Y0] は Ta[Y0 ]の部分集合であるが，両者
の関係について，次の定理が得られた。 
 
定理２．Y0が種数 1の閉リーマン面でも穴あ
きトーラスでもなければ，T∞[Y0] は Ta[Y0]
の真部分集合である。 
 
差集合 Ta[Y0]―T∞[Y0] に属する印付き穴
あきトーラスを実際に見出すことにより定
理２は証明される。しかし，次の定理が示す
ように，T∞[Y0]とTa[Y0]の違いは大きくない。 
 
定理３．(1) T∞[Y0]は Ta[Y0]の内部を含む。 
(2) T∞[Y0]の閉包は Ta[Y0]に等しい。 
 
 定理２と定理３より次の定理が導かれる。 
 
定理４．Y0が種数 1の閉リーマン面でも穴あ
きトーラスでもなければ，T∞[Y0]は閉集合で

はない。 
 
 これらの結果は，下記〔雑誌論文〕の第 3
論文に発表した。 
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