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研究成果の概要（和文）： 

 関数 f(≠0)∈Lp の定める新しい数列距離空間 (Λp(f), dpf(a,b)) を導入しその代数的構造お
よび距離構造について研究した．この数列空間は lp に含まれており，Zygmund 型数列空間 

l2(log l)s をはじめ種々の興味ある空間を実現する．しかし一般にはΛp(f) は線形ではなくまた
(Λp(f), dpf(a,b))の数列空間としての具体的な特徴づけは知られていない．本研究ではΛp(f) の
線形構造についての知見を深め，数列空間たちΛp(f), Λq(g), lp の包含関係を調べることにより，
包含関係から距離不等式が導かれることを見出した．この応用としてルベーグ積分の平行移動
のオーダーの評価が得られる．特に p=2 の場合に，距離 d2f(a,b) の上下からの数列型評価を
証明することにより，Λ2(f) の線形性を関数 φf(x)=∫[0, x] α2|f～(α)|2dα (f～ はフーリエ変
換) の doubling condition により与えることに成功した． 

 
研究成果の概要（英文）： 
A new metric sequence space (Λp(f), dpf(a,b)) is derived from a single function f(≠0)∈ 

Lp. Λp(f) is included in lp and realizes various interesting sequence spaces such as the 

Zygmund space l2(log l)s. But in general, Λp(f) is not linear and the explicit estimation  

as a sequence space is not clear. We investigate the linearity and the metric structure of  

Λp(f). We proved that mutual inclusion relation between Λp(f) and Λq(g) imply the  

metric inequality. Specifying the case to p=2, the linearity and the characterization as a  

sequence space of Λ2(f) is discussed by defining the doubling condition. By proving the  

upper and lower estimation of the metric d2f(a,b) by sequences, the linearity ofΛ2(f) is  

discussed by the doubling condition of a functionφf(x)=∫[0, x] α2|f～(α)|2dα, where f～ is  

the Fourier transform. 
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１．研究開始当初の背景 

    無限直積確率測度の平行移動に関する
絶対連続性の研究は角谷静夫の基本的
文献(Ann. Math. 49, 1948)を基礎とし
て，L. A. Shepp(Ann. Math. Stat. 36, 

1965)によりその必要十分条件が示され
完結したかの感があった．しかし Shepp

の結果を，関数√f (f は確率密度関数)の
定める数列空間論として見直したとき，
そこには Shepp の必要十分条件， 

 

     ∫Ｒ｜(√f)’|2 dx < +∞ 

 

を外れた場合にも多くの興味ある問題
があること，興味ある未知の数列空間が
出現すること，一般の Lp 関数の定める
新しい数列空間論への発展の可能性等
が散見できる状況にあった．実際 

Shepp の場合は l2 空間が出現するのみ
であるが， 

 

      ∫Ｒ｜(√f)’|2 dx ＝ +∞ 

 

の場合には  Zygmund 型数列空間 

l2(logl)s をはじめ種々の数列空間が現れ
る．更には考察する関数も確率密度関数
の平方根 √f  に限らず一般の Lp 関
数に広げることも念頭に置くことを予
定した．これは私たちの初期の結果
(Proc. Japan Acad. 84, 2008)から確認
できるものであった。この結果を発展さ
せるべく，本研究に取り組むこととなっ
たものである． 

 

 

２．研究の目的 

  本研究の目的は，自明でない Lp 関数 f 

の定める数列距離空間(Λp(f), dpf(a,b))

について，その線形並びに距離構造を解
明すると共に，新しい数列空間論として
一般化し発展させることである．研究す
べき具体的目標として以下の諸問題を
設定し解決して行きたい．即ち 

 

   (1) Λp(f) の線形構造の解明： 

    Λp(f) が線形となる関数 f の満た
すべき性質は何か？このような関
数のクラスを特定したい． 

 

   (2) 距離構造と位相の解明： 

    (Λp(f), dpf(a,b)) は完備であるか？
またΛp(f) が線形のとき (Λp(f), 

dpf(a,b)) は位相線形空間になる
か？ 

 

 

   (3) 具体的なΛp(f) の構造決定と他の
数列空間との相互関係の解明： 

    Λp(f)= Λp(g) をたす関数 f およ
び g の相互関係は何か？Λp(f)=lp 

を満たす f を特徴づけを与え得る
か？包含関係Λp(f)⊂Λq(g) は距
離 dpf, dqg の間にいかなる相互関
係を導くか？等を研究目的とする． 

 

   (4)  p=2 の場合は，無限直積確率測度
の平行移動へのフィードバックも
考えられ，独自の意味を持つ重要
な場合である．ここではΛ2(f) の数
列空間としての特徴づけ, 線形お
よび距離構造の解明，とくに距離
d2f(a,b) の数列表現を得たい． 

 

      (5) 実解析への応用.   

 

 

３．研究の方法 

  我々の研究対象の数列空間は今まで研
究の対象になったことのない新規の数
列空間であり，従来にない新しい性質を
持つことが期待できる．しかし，従来の
関数解析的方法論は線形性に深く依存
しており，我々の非線形空間ではそのま
までは適用できない．このため新たに研
究方法を開発しながら研究を進めなけ
ればならない． 

 

  (1) 線形性を導く幾何学的条件として，
f が単峰関数であれば十分である
ことは既に初期の研究で証明して
いる．この関数のクラスの自然な拡
張として，区分的に単調な関数のク
ラスを設定し，ここで線形性を検証
する． 

 
    (2) Λp(f)が線形であれば位相線形空

間であるかどうかを決定するにあ
たっては，閉グラフ定理の非線形版
を Baire の定理に立ち返って確立
し，問題解決に利用する． 

 
  (3) 数列空間たちΛp(f), Λq(g), lp 

の包含関係とそれぞれの距離間の
距離不等式との関係に着目する．こ
こでは Shepp の条件の拡張 

 
      Ip(f)=∫R |f’(x)|p dx < +∞ 
 
    を導入することが重要である． 
 
 
 



  (4) p=2 の場合は距離関数が d2(a,0)
2= 

       2∑k∫(1-cos(akα))|f~(α)|^2dα  
        (f~ はフーリエ変換)と表現できる

ので，フーリエ解析の手法が有効で
ある． 

 
   ①上記距離を数列表現するために距

離の上下からの数列評価を考察す
る． 

 
     ①doubling 条件を導入しフーリエ変

換 f~の doubling条件とΛ2(f)の線
形性との関連を調べる． 

 
   ②Λ2(f)の内側近似空間及び外側近似

空間を導入し，Λ2(f)の線形および
位相構造解明に迫る． 

 
 
 
４．研究成果 

本研究は新しいタイプの数列空間の性 
質を解明しまた実解析への応用が期待 
できることから，今後の更なる発展の基 
礎を開拓するものである．本研究期間内 
に以下の成果を得た． 

 
  (1) f が区分的に単調な関数のクラスに

属するときΛp(f)は線形空間であ
ることを示した。 

 
  (2) Λp(f)が線形であれば (Λp(f), 

dpf(a,b)) 位相線形空間であること
を証明した． 

 
     (3) 数列空間の包含関係Λp(f)⊂Λ

q(g)から距離不等式  
 dq

g(a,b)≦K dp
f(a,b) 

     が得られることを証明した．lp と
の包含関係もテント関数を利用し
て統一的に議論できた． 

 
  (4) 距離関数の上下の数列評価を証明

しΛ2(f)が線形であるための必要十
分条件を見出した． 

 
  (5) 内側近似空間はΛ2(f)の最大の線形

部分空間であることを見出した．ま
た内側近似空間に完備な距離を構
成し位相線形空間にできることを
示した． 

 
  (6) doubling次元が２より真に小さいと

き外側近似空間と内側近似空間は
共にΛ 2(f)と一致し，結果として  
Λ2(f)は線形になることを証明した． 

 

  (7) 本研究の応用として Lp 関数の平行
移 動 ル ベ ー グ 積 分 η (h):= ∫
|f(x-h)-f(x)|p dx の連続性のオー
ダーの評価が |h|p (|h|<1)である
た め の 必 要 十 分 条 件 は  ∫
|f’(x)|pdx < +∞ であることを証
明した． 
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