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研究成果の概要（和文）：ポテンシャル論の主な対象は楕円型方程式の解であるが，放物型方程式の解析も興味深い対
象であり，この方面の研究は放物型ポテンシャル論と呼ばれる．本研究は，この観点から，放物型作用素の可積分な解
の作るハーディー空間およびベルグマン空間上の作用素解析を放物型ポテンシャル論の手法で行うものである．特に，
カルレソン埋め込みが有界となる正測度の特徴付けに成功し，ベルグマン空間においては テープリッツ作用素がそれ
ぞれ，有界，コンパクト，シャッテン族，有限階数，になるための条件，さらに，テープリッツ作用素とカルレソン埋
め込みの関係などついて整理した．

研究成果の概要（英文）：Potential theory is mainly studied solutions of elliptic operators, however, 
analysis of parabolic operators is also interesting topics, which is called parabolic potential theory. 
In this view point, we study Hardy and Bergman spaces with respect to a parabolic operators by using 
parabolic potential analysis. A characterization for positive measures whose Carleson inclusion are 
bounded is obtained. On Bergamn spaces, we discuss that when Toeplitz operator is bounded, compact, of 
Schatten class or of finite rank. We also study a relation between Toepliz operator and Carleson 
inclusion.

研究分野： ポテンシャル論
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１．研究開始当初の背景 
	 ポテンシャル論では調和関数に代表され
る楕円型方程式の解を主に取り扱うが，放物
型方程式の解も対象になる．この方面の研究
は総称して放物型ポテンシャル論と呼ばれ
るが，楕円型の場合との類似性，差異性ある
いはそれらの相互関係の探求は興味深い課
題である．この観点から前研究課題では上半
空間上の α-放物型 Bergman 空間(0<α≦1)を
定義してその解析を始めた．この空間は，
α=1/2 のとき通常の調和 Bergman 空間にな
り， α=1 のときは熱方程式の解の作る
Bergman 空間である．これらの古典的対象
を統一的に解析することにより放物型ポテ
ンシャル論の進化を目指した．この空間の基
本的な性質(Huygens の性質，再生性，双対
性)を整理し，Carleson 埋め込みと Toeplitz
作用素についても，その有界性やコンパクト
性の，平均関数や Berezin変換を使っての特
徴付けが分かり始めた．また，新たに α-放物
型 Hardy空間を定義してその解析を始めた． 
 
 
２．研究の目的 
	 放物型ポテンシャル論の進化・発展を目標
に，具体的な対象である α-放物型 Bergman
空間および α-放物型 Hardy 空間について，
以下の課題の解決を目指す． 
(1) α-放物型 Hardy空間の基本性質の整理 
(2) Carleson埋め込みと Toeplitz作用素の関
係の整理 
(3) コンパクト Toeplitz 作用素の Schatten
族分類 
(4) 有限階数 Topeplitz作用素の特徴付け 
(5) 領域の一般化 
(6) Martin 境界の非極小点の考察 
 
 
３．研究の方法 
	 連携研究者３名との連絡を密接にして，前
課題で得られた Bergman 型空間に対する諸
結果の整理をするとともに，その対比として，
Hardy型空間の解析を進めた．また，研究代
表者が主催する名城大学ポテンシャル論セ
ミナーを活用して，関連する研究情報の取得
や成果発表を頻繁に行った．関連して，楕円
型方程式の Martin 境界の決定について，対
応する放物型方程式の解析を利用した．また，
名城大学内の研究協力者と対数ポテンシャ
ル論の基礎理論を学び，その応用として，実
軸上の指数重みに関する多項式近似の考察
を行った． 
 
	 
４．研究成果	 
本研究の成果は 3つに分類できる． 
	 (1) n+1 次の上半空間上で定義された正測
度μが (p,q)-Carleson 不等式を満たすとは，
q 次のα-放物型 Bergman 空間が μに関す
る p次の Lebesque空間に有界に埋め込まれ

ることである．以前の論文(Hokkaido Math. 
J 38 (2008), 177-192)で q≧pの場合は(p,q)
不等式が成り立つ必要かつ十分条件μのλ
次の平均関数が有界になることを示してい
る．ここでλ= (n/2α+1)(q/p-1) である．雑
誌論文⑩では逆の q≦p の場合を考察し，
(p,q)-Carleson 不等式の成り立つ必要かつ十
分条件は 0次の平均関数がσ乗可積分である
ことを示した．ここでσは p/qの指数共役で
ある． 
	 正測度μの定めるコンパクト Toeplitz 作
用素がσ-Schatten 族に属する条件について，
σが１以上の場合は平均関数が不変測度に
関してσ乗可積分になることがわかってい
る(Kodai Math. J. 32 (2009), 501-520)．雑誌
論文⑦では，σが１以下の場合も同じ主張が
成り立つことを示した．証明では前者とは異
なって atomic 分解定理が重要な役割を演じ
た．	  
	 雑誌論文④では正値 2次形式を用いて正測
度の定める Toeplitz作用素を捉え直して，そ
れが有限階数になる必要十分条件は測度μ
の台が有限集合であることを示した．測度μ
はコンパクトな台を持つことを仮定しない
で議論を始めている点は特筆すべきである． 
	 雑誌論文①ではα-放物型 Hardy 空間の基
礎事項を整理するとともに，正測度μのこの
空間からの Carleson 埋め込みの有界性を考
察した．結果として，μがα-放物型 Hardy
に関する(p,q)-Carleson 測度なる必要かつ十
分条件はμがα-放物型Bergman空間に関し
て(p’,q’)-Carleson測度になることである．こ
こで，p’qn =pq’(n+2α) である．Hardy型空
間における Toeplitz 作用素の解析について
は今後に課題が残った． 
 
 (2) 一般に楕円型偏微分作用の正値解は 
Martin 核を使って，Martin境界上の積分で
表示される．従って，正値解の構造とは 
Martin 核と  Martin 境界を求めることに
他ならない． 
	 積領域 D×Ω上での歪対称楕円型偏微分
方程式について，M.Murata (J. Func. Analy. 
194 ,53-141 (2002)) は， Ω上の Green 関数
についての半最小性(semismallness) および 
Ω の Martin 境 界 に 対 す る 極 小 性
(minimality)の条件の元で，D×Ω上の正値
解の構造を D および Ω上の正値解の構造
を使って決定している．今回の研究(雑誌論文
②)ではこれらの条件を取り除くとともに，よ
り広い対象について，付随する放物型方程式
の Martin核を使って直接的な方法で該当す
るMartin境界および Martin 核の具体的な
表示を得た．特に，非極小点がある場合の対
応はこれまでにない結果である． 

 
	 (3) 実軸上の指数型の重み  w(x) = 
exp(-Q(x)) は T(x) := xQ’(x)/Q(x) が有界で
あるか否かより Freud 型と Erdos 型に分類
される．これまでの多くの研究は Freud型に



関するものであった．今回は T(x) を評価に
入れることによって，Erdos 型重みに関して，
いくつかの結果を得た． 
	 雑誌論文⑨では，多項式近似度を導関数の
ノルムで評価する Favard 型不等式確立し，
MRA numberの評価を与えた． 
	 雑誌論文⑧では |x|のべきと w(x) の積
を重みとする直交多項式系に関して，その零
点 か ら 定 ま る 高 次  Hermite お よ び 
Hermite-Fejer 補間多項式の収束と発散につ
いて調べた．これは Kanjin-Sakaiが Freud
型について考察した結果(Tohoku Math. J. 
vol. 46 (1994), 181-206 および Journal of 
Approximation Theory, vol. 80, (1995), 
378-389 )の拡張になっている． 
	 雑誌論文⑥では T(x)のべきと w(x) の積
によって定まる重みと同値の滑らかな重み
の構成を行い，それを利用して，多項式の導
関数のノルム評価である Markov-Bernstein
型不等式を得た．滑らかな重みの構成は今後
の研究の基礎として役立つことが期待でき
る． 
	 雑誌論文④では整関数の Lagrange 補間
多項式によるノルム近似評価，および 
Gauss-Jacobi の求積評価を行った． 
	 また，雑誌論文③では有界区間上での 
R.S.Vargaの多項式近似による整関数の特徴
付けの結果(J. of Approximation Theory, vol. 
1 (1968), 176-179) を実軸全体で考察し，近
似の速さに応じて整関数の位数が決まるこ
とを示すことができた． 
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