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研究成果の概要（和文）：直交多項式の理論と廣田のタウ関数の理論を用いることで, 古典直交
関数系と非自励離散可積分系を手がかりに双直交関数系の解析をすすめた．この解析の中で，

歪直交多項式に付随する離散可積分系の導出，楕円パンルベ方程式の楕円超幾何関数解の導出

とパデ補間の関係を明らかにすることに成功した．また，古典双直交有理関数系に付随する非

自励離散可積分系から，３重対角行列束に対する一般化固有値問題に対する減算のない安定な

アルゴリズムを与えた． 
 
研究成果の概要（英文）：By using the theory of orthogonal polynomials and the theory of 
Hirota’s tau-functions, we study the system of bi-orthogonal functions with the help of the 
classical orthogonal functions and the nonautonomous discrete integrable systems. In this 
study, we have succeeded in deriving the discrete integrable systems associated with 
skew-orthogonal polynomials and making clear the relationship between the Padé 
interpolations and the solutions of the elliptic Painlevé equations in terms of elliptic 
hypergeometric functions. A stable numerical algorithm for the generalized eigenvalue 
problem of a tri-diagonal matrix pencil is introduced from the nonautonomous discrete 
integrable systems related to the classical biorthogonal rational functions. 
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１．研究開始当初の背景 
理論と応用をつなぐ重要な役割を果たして
いる直交多項式をはじめとする特殊関数は，
可積分系における基礎方程式の一つである
戸田格子と密接な関係を有していることは
よく知られている．さらに近年の研究の中で，

種々の双直交性を有する多項式や有理関数
についても対応する可積分系が明らかにな
ってきた．最近の特殊関数に関連する話題の
中で，さまざまな双直交性を有する特殊関数
が重要な場面現れている．その一方で，非自
励系に対する可積分系の側面からの解析は
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進んでおらず，その解析は急務であった． 
 
２．研究の目的 
最近の双直交関数系に関する結果に可積分
系の解析手法である廣田のタウ関数を組織
的に導入することにより，双直交関数系と可
積分系に関する相補的かつ統合的な理論研
究を展開することを第 1の目的とする．特に，
双直交性を有する楕円特殊関数および R2 格
子を手がかりに解析を深めていく．また，こ
こで得られた理論的結果を数学・物理学にと
どまらず情報学・工学へと橋渡ししていくこ
とを第 2の目的とする． 
 
３．研究の方法 
古典直交多項式の理論と可積分系の理論を
用いることで，楕円超幾何関数と離散戸田格
子とその拡張である	 R2	 格子に着目し,楕円
超幾何関数を行列式要素とするタウ関数の
多彩な性質について双直交関数系および離
散可積分系の観点から解析を進めることに
より，PPZ	 型パデ近似・補間とパンルベ方程
式の関係について明らかにしていく．また，
双直交関数系のスペクトル変形の理論から,	 
R2	 格子のヒエラルキーや拡張を導く．さら
に	 R1 格子および	 R2 格子の超離散化の手続
きを施すことにより，３つ以上の非自励パラ
メータを有する箱玉系の全体像を明確にす
る．加えて，アルゴリズムの収束速度や安定
性を制御するために最適な非自励パラメー
タ戦略を検討することにより，非自励離散可
積分系による一般化固有値問題の数値計算
アルゴリズムの設計を行う．	 
	 
４．研究成果	 
	 
直交多項式の理論と廣田のタウ関数の理論
を用いることで,	 古典直交関数系と非自励
離散可積分系を手がかりに解析をすすめ，以
下の項目について結果を得た．これらは，情
報学への応用を見据えた古典直交多項式と
可積分系に関する研究成果であり，国内外に
おいても独自のものである．数値計算アルゴ
リズムおよび超離散系への展開する際の基
礎的理論となるものであると考える．	 
	 
(1)	 【古典直交多項式と可積分系のスペクト
ル保存変形理論】	 
直交多項式における古典性については,	 漸
化式と微差分方程式の間の双対性や線形汎
関数に対する議論など様々な等価な特徴付
けがなされている．Gomez-Ullate,	 Kamran,	 
Milson によって導入された例外型古典直交
多項式について解析した．ここではスペクト
ル保存変形の理論を用いることで，例外型
Jacobi 多項式および例外型 Laguerre 多項式
に対する新たな導出法とその漸化式構造を

明らかにした．特に，5 項間以上の漸化式な
ど従来の古典直交多項式では表れない特徴
付けを与えた．	 
	 
(2)【超離散系への応用】	 
直交多項式の理論を用いた超離散可積分系
への応用として，有限格子上の非自励戸田格
子方程式の超離散化を与えることに成功し
た．ここで対応する超離散系としては，長さ
制限付きの箱玉系が表れることを明らかに
し，従来の速度制限付きの箱玉系との関係を
明らかにし，対応する厳密解を与えた．	 
	 
(3)【歪直交多項式の離散スペクトル変換に
付随する離散可積分系】	 
パフィアンで表される歪直交多項式に対し
て，直交多項式において有用であったクリス
トッフェル変換を導出し，そのコンパクトな
表現を与えた．さらに，逆変換も導入するこ
とで対応する離散可積分系を与えた．この離
散系は，Pfaff 格子の離散類似を与えている．	 
	 
(4)【Bannai−Ito	 多項式の解析】	 
これまであまり直交多項式として議論され
ることがなかった Bannai-Ito 多項式の古典
直交多項式としての様々な性質を明らかに
した．	 
	 
(5)【パデ補間とパンルベ方程式】	 
楕円超幾何関数	 12V11	 を要素として持つ行
列式の比で表される有理関数に対応するパ
デ補間を明らかにすることで，楕円パンルベ
方程式の特解を与えることに成功した．	 
	 
(6)【例外型古典直交多項式に関する研究】
例外型古典直交多項式と「超可積分系」との
対応関係を明らかにし，例外型ヤコビ多項式
をもとに新しい超可積分なハミルトニアン
を構成した．	 
	 
(7) 【一般化固有値問題に付随する可積分系
とアルゴリズムに関する研究】	 	 
２つの３重対角行列によって定式化される
一般化固有値問題に付随する離散可積分系
として R2 型格子を超離散化可能な形に書き
換えることで，超離散 R2 格子の導出と同時
に減算のない高精度計算可能な一般化固有
値問題アルゴリズムを提案した．R2 型格子の
漸近挙動を与えることにより，アルゴリズム
の収束も示すことに成功し，具体例によって
提案アルゴリズムの速度および制度におけ
る優位性を明らかにした．また，超離散 R2
格子と従来から知られている速度制限箱玉
系(運搬車付き箱玉系)との関係を明らかに
するため	 のの足がかりを得た．	 
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