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研究成果の概要（和文）：微分同相写像が接触を含むようなヘテロ次元サイクルをもつような非

双曲的状況の力学的性質について研究を行った．特筆すべき成果は， 
 (1) 接触の崩壊に伴いストレンジ・アトラクタが発生することを示し， 
 (2) C2 Newhouse 現象が発生することも示した． 
 (3) さらに接触を含むヘテロ次元サイクルを持つような微分同相写像の C2 ロバスト性を示

すことに成功した． 
 
研究成果の概要（英文）：We study diffeomorphisms having heterodimensional cycles 
containing a heterodimensional tangency. The main results of this study are the following:  
 (1) Arbitrarily close such a situation, we show existence of diffeomorphisms which have 
strange attractors,  
 (2) and detect an open set of diffeomorphisms having C2 Newhouse phenomenon.  
 (3) Moreover, we show that such a critical cycle is robust in the C2 topology. 
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１．研究開始当初の背景 
 学術的背景も含め研究開始当初の状況を
述べる．S. Smale と J. Palis が力学系の研究
において提唱したプログラムは，双曲性とい
う概念を土台に通有的な力学系の振る舞い
を幾何学的に記述することであった． 
 そのプログラムに沿って，20 世紀中に双曲
的，特に構造安定な力学系の本質的なことは
全て解明され，現在の主流は非双曲的な力学

系の研究である．その非双曲型力学系のキー
ワードは，2 次元以上で起こりうる 
 ホモクリニック接触 
と 3 次元以上で起こりうる 
 ヘテロ次元サイクル 
である．これらは Palis 予想の重要な部分を
なしている（この予想は，C1級の 2 次元微分
同相写像に関して Pujals-Sambarino (2000)
によって肯定的に証明が成されたが，より高
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い微分可能性や次元においては未解決であ
る）． 
 Smale-Palis プログラムの重要なステップ
は，力学系が有するロバスト(robust)な性質，
すなわち，ある性質が力学系なす空間内で通
有的に成り立っているか解明することであ
る．これは，構造安定といった性質が期待で
きない非双曲的力学系の構造に何らかの共
通性を見いだすために導入された概念であ
る．実際，構造不安定な力学系であってもホ
モクリニック接触による非双曲的性質をロ
バストに持つことが Newhouse (1979)によ
って明らかにされている． 
 本研究では（ホモクリニック的な）接触に
加え 3次元以上の力学系で起こる非双曲的現
象である接触を含むヘテロ次元サイクルを
のロバスト性を明らかにすることであった． 
 
２．研究の目的 
 研究の目的を説明するために，いくつかの
概念を導入する． 
 双曲的不変集合のインデックスとは，その
不安定束の次元数のことである．微分同相写
像 f が 2 つのサドル型の双曲的不変集合Λと
Σに関してヘテロ次元サイクルをもつとは，
ΛとΣのインデックスが相異なり，それら安
定多様体と不安定多様体がそれぞれ交わり
をもち，サイクルをなすことである．例えば
3 次元の場合，双曲的集合Λがインデックス
1 のサドル不動点 P で，Σがインデックス 2
のサドル不動点 Q ならば，それらに対するヘ
テロ次元サイクルは次の図１のようになる．  
 

 
図 1 

 
 このようなサイクルに沿った不変集合は，
インデックスが異なる不動点PとQのいくら
でも近くを通るので，一様に双曲的な構造を
とることはできないので非双曲的である． 
 非双曲的な系が一般的であるかどうかは，
その構造が摂動に耐えうるかどうかである． 
Ws(P)と Wu(Q)は横断的なので少々の摂動に
よってその関係が失われることはない．一方，
Ws(Q)と Wu(P)の交差は横断的でなく（擬横
断的），微小な摂動によって簡単にその交差
は失われてしまう．では，このようなサイク
ルは特殊なものなのであろうか？ この疑問
に対して，これに対して Bonatti & Díaz は，
このような状況がロバストであることを示
した． 

 ここでヘテロ次元サイクルが Crロバスト
であるとは，ヘテロ次サイクルをもつ微分同
相写像 f を Crで摂動しても，やはりヘテロ次
元サイクルが存在し続けることである．すな
わち上の結果はヘテロ次元サイクルが C1位
相では一般的なものであること示している．
本研究では，このような C1ロバストなヘテ
ロ次元サイクルのより詳しい分析を行う．そ
のためにまずヘテロ次元サイクルに沿った
不変集合の弱い意味での双曲性(partial 
hyperbolicity)に着目し，それが壊れる分岐
現象を調べる．Bonatti & Díaz は先の 3次元
の例で仮定したようにWs(P)とWu(Q)の間の
交わりは横断的であるものに着目した．本研
究では，この仮定を弱め Ws(P)と Wu(Q)の交
差を横断的なものから非横断的に変えた状
況を考察し，それに伴う分岐現象などを明ら
かにすることが目的であった． 
 

 
図２ 
 

 
３．研究の方法 
 研究代表者と研究分担者の所属大学が異
なるため，2〜3 ヶ月に 1 度くらいどちらかの
所属大学に出張し研究打ち合わせ並びに議
論を重ねながら研究を進めた．主に研究代表
が証明案を提示し，研究分担者と共により完
成度の高いものにしていくという手法で証
明を完成させた．論文の執筆は研究代表者が
行い研究分担者が推敲を行うスタイルが多
かった．     
 研究成果は国内外の力学系研究集会でそ
発表を行い，最終的には論文として 5 篇の論
文を出版した． 
 また，Lorenzo J. Díaz 氏(Pac-Rio)や篠原克
寿氏（東大）から情報提供や意見をもらった． 
 
４．研究成果 
 この研究に関して 5 篇の論文を出版した．
このうち主な成果について，その概要を説明
する． 
 まず次の論文について説明する． 
 
 Ch. Bonatti, L.J. Díaz and S. Kiriki, 

Stabilization of heterodimensional 
cycles, Nonlinearity 25-4 (2012) 
931-960, doi: 10.1088/ 
0951-7715/25/4/931 

 
これは Ch. Bonatti と L.J. Díaz の共同研究



であるが，本研究とたいへん深いつながり
がある内容である．この論文では図１のよ
うな横断的交差と擬横断交差からなるヘテ
ロ次元サイクルのロバスト性を扱っている．
このような系に摂動を加えればオリジナル
のサイクルの擬横断交差がすぐに壊れてし
まう．しかし，このサイクルのつながり方
によっては，同様なサイクルもつ写像の開
集合が C1近傍に存在することを明らかにし
た．すなわち C1カテゴリーの非双曲的力学
系において，このようなサイクルは一般的
なものであることが明らかになった． 

  
 次に本研究の主要結果をまとめた次の 2 篇
について述べる． 
 
 S. Kiriki and T. Soma, C2-robust 

heterodimensional tangencies (with 
T. Soma), Nonlinearity 25-12 (2012) 
3277–3299, doi :10.1088/0951-7715 
/25/12/3277 

 S. Kiriki, Y. Nishizawa and T. Soma 
Heterodimensional tangencies on 
cycles leading to strange attractors, 
Discrete Contin. Dyn. Syst. 27-1 
(2010) 285–300 doi: 10.3934/dcds. 
2010.27.285 
 

これらの論文では先の Ch. Bonatti と L. J.  
Díaz の共著論文で扱ったヘテロ次元サイク
ルよりもクリティカルな状況，すなわちヘテ
ロ次元接触と擬横断交差からなるヘテロ次
元サイクルのロバスト性を研究した． 3 次元
空間での力学系のヘテロ次元接触を考える
場合，安定多様体と不安定多様体の次元が同
じである．しかし，4 次元以上の場合はヘテ
ロ次元接触を起こす安定多様体と不安定多
様体の次元が異なる場合も考えられる．状況
を簡単にするために 4次元以上でもヘテロ次
元接触を起こす安定多様体と不安定多様体
の次元が同じである場合に制限して研究を
進めた．  
 ヘテロ次元接触にはモースインデックス
の違いによって図３のように 2通りの場合が
考えられる． 
 

 
図３ 

 このようなサイクルは摂動によって接触
と擬横断交差がすぐに壊れてしまう．我々は
このような写像の C2 近傍にやはり接触と擬

横断交差からなるヘテロ次元サイクルをも
つ写像の開集合が存在する状況を見出した．
つまりこのようなクリティカルな状況は C2

位相で一般的なものであることを示すこと
に成功したわけである．また，このようなサ
イクルの分岐においてストレンジ・アトラク
タの存在を確認し，さらに無限個の沈点や源
点が発生する現象（Newhouse 現象）が起こ
ることを確認した． 
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