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研究成果の概要（和文）：本研究では、量子群 Uq(sl2) に関連する量子不変量と結び目補空間

の双曲体積との関係を示す「体積予想」に注目し、関連する研究を行うとともに、この量子群

の半単純ではない表現に注目し、この表現と対応する結び目の量子不変量についての研究を進

めてきた。そして、体積予想を応用して結び目補空間の幾何構造や、定曲率空間中の多面体の

体積に関する公式を得るとともに、半単純ではない表現に対応する、３次元多様体中の結び目

に関する新たな不変量を構成した。

研究成果の概要（英文）：We did research rerated to the ‘Volume Conjecture’ which gives a
relation between the quantum invariant related to the quantum group Uq(sl2), and,
by noticing the non-semisimple representation of it, such representations and the related
knot invariants were studied. By applying the volume conjecture, the geometric structure
of a knot complement and the volumes of polyhedrons in a three space with a constant
curvature were studied. Moreover, new invariants of knots in a three manifolds were
constructed from the non-semisimple representations.
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１．研究開始当初の背景
量子群の１の冪根における表現の研究にお
いて、射影加群による表現が、対数的共型場
理論と、結び目の量子不変量とその補空間の
双曲構造との関係を示す体積予想とに関係
することがわかり、半単純ではない表現の性
質とその結び目理論や低次元幾何学への応
用についての研究を開始した。

２．研究の目的
量子群の表現論、特に１の冪根における射影
加群による表現に注目し、その表現論的性質
を研究するとともに、その結び目理論や３次
元多様体の量子不変量への応用や、位相的量
子場の理論、共型場理論などへの応用につい
ても研究する。
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３．研究の方法
（１）学会、研究会に参加し、研究成果を発
表するとともに、多く研究者と意見交換し、
情報収集して研究を進めた。
（２）外国から研究者を招聘し、共同研究を
行った。韓国からチョ、スイスからコルパコ
フ、フランスからマスバームを招聘した。
（３）計算機を用いて、射影加群の実際の構
成や、不変量の計算を行い、理論の検証を行
った。

４．研究成果
（１）結び目の体積予想の研究
カシャエフにより、結び目のある量子不変量
を構成し、結び目補空間の双曲体積と関係が
あることを見いだした。その後、カシャエフ
の構成した量子不変量がカラードジョーン
ズ不変量の特別な場合であることがわかり、
カラードジョーンズ不変量と双曲体積との
関係が「体積予想」として研究されるように
なった。特に、リー環 sl_2 に対応する量子
不変量と結び目や３次元多様体の双曲構造
との関係が横田により明らかにされ、この関
係を用いることで、補空間の体積ばかりでな
く、チャーンサイモンズ不変量も量子不変量
から得られることが示された。この幾何構造
は、同じ量子不変量に対してもその実現法が
異なると別の構成法をとるものとなるのだ
が、チョとの共同研究により、カラードジョ
ーンズに対応する幾何構造が、横田によるカ
シャエフの量子不変量に対応する幾何構造
と同値なものを与えていることを示した。特
に、この研究では、チャーンサイモンズ不変
量が、通常 2π^2 を法として定義されるの
であるが、量子不変量から定義すると 4π^2
を法として定義できることがわかり、結び目
補空間に、位数２の巡回群に値をとる新たな
幾何構造の不変量が定義できることが示唆
された。これが実際にどのようなものである
かは、今後の研究課題である。

（２）定曲率空間中の多面体の体積の研究
リー環 sl_2 に対応する結び目や３次元多
様体の量子不変量と双曲体積や双曲構造と
の関係を示唆する「体積予想」を、３次元多
様体のトラエフビロ不変量に当てはめるこ
とで、双曲四面体の体積が量子 6j 記号から
計算できることが予想され、以前の八野との
共同研究で新たな双曲四面体の体積公式を
得ることができていた。この公式は、２重
log 関数を用いて表される、四面体の面角に
関する解析関数である。体積を解析関数とし
て表示できると、その解析接続として、双曲
四面体を変形して出来る様々な立体の体積
に対する公式が得られる。ただし、実際に役
に立つ公式を得るためには、２重 log 関数
という多価関数に対して、どの分岐をとるべ

きかの情報を与えなければいけない。そこで、
３次元球面中の四面体に対する場合と、一つ
の辺が双曲空間の外に飛び出して行ってし
まったような場合について、対応する解析接
続が正確にはどのように表すことができる
かを調べた。

まず，３次元球面中の四面体に対する公式
を求めた。３次元球面中の立体の体積は、４
次元空間における立体角とも呼ぶべきもの
で、幾何だけでなく、組み合わせ論や確率論
においても有用なものである。ここで求めた
公式は面角がπ以下の四面体に対して有効
で、2π^2 を法として定義されるものである
が、2π^2 は３次元球面そのものの体積でな
り、これを法として定義されるのは非常に自
然なことである。ただし、公式自体は複素関
数を用いて表現されており、すべてを実数の
みで表すことにはまだ成功していない。

また、一つの辺が双曲空間の外に飛び出し
て行ってしまったような場合とは、ランバー
トキューブと呼ばれる双曲空間の４角形６
枚を境界とする６面体を一般化したもので、
元の辺での面角とランバートキューブでの
対応する辺の長さとの一種の双対性に注意
することで、以前牛島と求めた辺の長さによ
る四面体の公式と、八野との面角による公式
とを会わせたような公式を得ることができ
た。なお、この研究はコルパコフとの行動研
究である。

以上の２種の立体についての体積公式は、
特殊な場合については既に知られていたも
のではあるが、本研究で得られた公式は、ど
ちらも一般の場合すべてに有効な公式で、体
積予想の考え方が非常に有用であることを
示している。

（３）結び目のカラードアレキサンダー不変
量の研究
結び目のカラードアレキサンダー不変量と
は、もともとは阿久津・出口・大槻により定
義されていたものであるが、村上により
sl_2 に対応する量子不変量として捉え直さ
れ、双曲体積との関係についても明らかにさ
れていたものである。すなわち、sl_2 に対
応する量子群で q が１の冪根になっている
ものをとると、その最高ウェイトが整では無
いような最高ウェイト表現で有限次元なも
のがある。この表現に関する R-行列からカ
ラードアレキサンダー不変量を定義するこ
とができるのである。

そこで、本研究では、最高ウェイトが整で
は無いような最高ウェイト表現で有限次元
なものに注目し、この表現に関する量子 6j
記号の導出を行った。さらに、面模型と呼ば
れる、6j 記号を用いたカラードアレキサン
ダー不変量の構成法を示し、6j 記号と双曲
四面体の体積の関係も明らかにした。これま



での量子不変量と双曲体積との関係は、「楽
観的極限」という手法により、ある仮想的な
計算手法に基づいて示されてきた。それに対
し、非整最高ウェイト表現に対応する量子
6j 記号に対しては、適当なスケールリミッ
トがある双曲四面体の体積になることが示
された。ただし、この双曲四面体は、切頭四
面体という、いってみれば頂点を双曲空間の
外に飛ばしたような一般化された四面体で
あり、実際には頂点のところが、まわりの３
面と直交する面で切り取られたようになっ
ている四面体である。また、その面も、切頭
三角形となっているのであるが、切頭三角形
は弦理論において開弦に対応するリーマン
面の三角形分割にも現れるものであり、開弦
理論との関係が期待されるものである。

また、ここで定義された 6j 記号は、もと
もと整でないウェイトを用いて定義された
ものであるが、このウェイトを動かして整に
した極限においても意味のあるものであり、
これまで知られていた整ウェイト表現から
定義された量子 6j 記号とは異なる、新たな
量子 6j 記号となっており、 6j 記号の研究
の元となった、量子重力の研究に対しても新
たな研究手段を供するものである。

（４）３次元多様体中の結び目に対するカシ
ャエフ不変量の研究
カシャエフが見つけた双曲体積と関係する
不変量がカラードジョーンス不変量の特殊
な場合であることがわかると、カラードジョ
ーンズ不変量から体積予想にアプローチす
る研究が中心となっていたが、上の３での研
究から、カシャエフ不変量はカラードアレキ
サンダー不変量の特殊な場合として捉える
方が自然なように思えた。そこで、カラード
アレキサンダー不変量の整ウェイトでの極
限値が何かを調べるうちに以前の永友との
共同研究により、対数的共型場理論と関係す
る不変量として捉えると自然であることが
わかった。さらに調べると、この不変量は、
ヘニングス不変量と呼ばれる、有限次元ホッ
プ代数の性質から定義される不変量と近い
ものであることがわかったので、ヘニングス
不変量と、対数的共型場理論と関係する不変
量とを組み合わせることで、３次元多様体中
の結び目に対する、新たな量子不変量を構成
した。

この不変量は、３次元多様体を３次元球面
とすればカシャエフ不変量を含むものであ
り、また、カシャエフ不変量と同様、その３
次元多様体中の結び目の補空間の双曲体積
と関係があることがわかってきた。カシャエ
フ不変量を３次元多様体中に拡張する試み
はカシャエフ自身の試みを始めいくつかあ
るが、実際に双曲体積との直接的関係が示さ
れたのはこの不変量が初めてのものである。

この研究に関しては、論文を準備中である
が、国際学会、研究会等では報告を行ってい
る。
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