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研究成果の概要（和文）：複素力学系の理論に応用するため、有理関数のメビウス共役類全体からなる空間であるモジ
ュライ空間の忠実な表現を与えることが、研究目的の一つである。本研究により、ある表現空間とそのコンパクト化の
一つを与えることができた。さらに、Goldberg の問題 (特異点集合に対応する有理関数の同値類の個数を決定する問
題) に関しても、一般ベル表現の導入に成功し、この問題の解き方への新たな道筋を与えるとともに、数式処理システ
ムを利用することで低次の場合に厳密な解を与えることができた。

研究成果の概要（英文）：One of the aim of this research is to give a faithful representation to the moduli
 space of rational maps, in order to apply to the theory of complex dynamical systems. For the moduli spac
e of rational maps, a representation space and its compactification were obtained as one of the results of
 this research. Moreover, I solved problems of Goldberg that determine the number of Moebius equivalence c
lasses corresponding to each sets of critical points explicitly when the degree is small. 
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１． 研究開始当初の背景 
(1) 多項式の複素力学系の研究では、多項式
の係数をパラメータとした空間が利用され
ている。次数が 2 次の場合はこの空間は単に
係数によるパラメータ空間としてだけでな
く、アフィン共役類全体からなるモジュライ
空間としてもとらえることが出来る。しかし
ながら、3 次以上の場合は多項式の係数をパ
ラメータとするパラメータ空間は力学的性
質をうまく反映していない。その解決の一つ
として、1993 年に Milnor は 2 次有理関数
のモジュライ空間に対して不動点の乗数に
よるパラメータ表現を用いることに成功し
た。 
研究代表者の藤村は、この乗数によるパラ

メータ表現を、多項式の場合に適用すること
を考えた。具体的には、  次多項式のモジュ
ライ空間から への写像を、モジュライ空
間の各点に不動点の乗数の基本対称式を対
応させるものとして定める。このとき、2 次
の場合と同様に、3 次の場合にもこの写像は
全単射であることはすぐわかるが、藤村は、
2007 年に 4 次の場合に写像は全射でも単射
でもないことを示した。  次の多項
式には、 上にモジュライ空間に点が対応
しない部分である除外集合が存在し、その上
で多項式が退化すると考えられる。この現象
を可視化するために、  次多項式のモジュラ
イ空間を自然に含む拡張モジュライ空間を
導入し、先述の写像の拡張となる写像が複素
射影空間 への全射になるという基本
的な事実を 2006 年に証明した。また、2008
年に拡張モジュライ空間が、モジュライ空間
のコンパクト化になっていることを示した。 
モジュライ空間のコンパクト化について

は、より力学系的視点から 2008 年に
DeMarco と McMullen による tree 構造を
用いたモジュライ空間のコンパクト化の研
究も行われている。このように、本課題研究
の開始当時は複素力学系への応用を視野に
した多項式のモジュライ空間についての研
究が活発に進められていた。 
(2) 一方、有理関数のモジュライ空間に関し
ては、2 次の場合の前述の Milnor の研究と、
2 次のモジュライ空間のコンパクト化に関
する 2007 年の DeMarco の研究が知られて
いた。しかし、一般の次数に関して、力学的
不変量によるモジュライ空間の表現が知ら
れておらず、具体的な力学系の分類の研究は
進んでいなかった。 
(3) さらに、有理関数については、多項式の
場合の monic & centered な族のような、モ
ジュライ空間の次元と同じ個数の係数パラ
メータによって、すべての共役類を記述する
表現法(グローバルパラメータ) は 2 次の場
合でさえ知られていなかった。そのため、よ
く研究で使われている fixed-point normal 
form や critical-point normal form などの 
normal form でさえ例外となる有理関数の
共役類が存在していた。  

 
２．研究の目的 
本研究の目的は複素一変数の有理関数か

ら得られる力学的性質を解析し、そのような
写像が与える力学系を分類するための基礎
となるパラメータ空間を作ることである。具
体的には、次のことを解明することを目標に
する。 
(1) 有理関数のモジュライ空間に関して、新
しい力学的不変量を導入して、複素力学系の
研究への応用が可能なパラメータ化を行う。
この問題に関しては、1987 年の McMullen 
による周期点の乗数に関する研究や 1998 年
のSilverman による研究も知られているが、
3 次以上の有理関数に関して力学系の研究
への応用が可能な決定的な結果はないため、
解決できれば有理関数の力学系の研究の進
展に資するものになる。 
(2) 有理関数の退化現象を解析する。多項式
の退化現象は 2008 年にほぼ解明させたが、
有理関数の場合はそれよりはるかに複雑な
現象が起こることが予想される。これは、有
理関数と多項式の差異を明らかにする手が
かりとなるだけでなく、本研究の次のステッ
プとして行うこととなる有理関数のモジュ
ライ空間のコンパクト化を与えるうえでも、
必要不可欠な基礎となる研究である。 
 
３．研究の方法 
本研究では、数式処理システムを用いた実

験を行い、その結果を数学的に定式化し証明
することにより目的の達成を目指すという
手法を用いた。藤村はこれまでの研究で既に、
複素力学系の問題を数式処理システムで計
算可能な形に変形する手段をいくつか確立
している。まずは、それらを本研究に対して
も適用を試みた。既知の手法の適用ができな
い問題に対しては、数式処理の研究集会など
で最新の知識や手法を入手することで新た
な計算法を模索した。 
研究内容も有理関数のモジュライ空間に

関するものだけにとどまらず、類似の空間に
おける問題を並行して研究することで、双方
の研究を共に発展させた。 
共同研究者とは研究連絡を定期的に行い、

研究が円滑に進められるよう努めた。また、
関連分野の研究集会に出席し情報収集を行
った。研究集会では得るのが難しい情報は専
門家を招聘して研究会を開くことで入手に
努めた。 
 得られた研究成果は、研究集会などで発表
を行うと共に、論文にまとめて投稿すること
で公刊した。さらに、成果発表することで関
連分野の研究者から得られたコメントなど
をもとに、その後の研究をさらに発展させて
いった。 
 
４．研究成果 
(1) 奈良女子大の谷口雅彦氏と有理関数のモ
ジュライ空間へ座標を導入する共同研究を
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