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研究成果の概要（和文）：厳密くりこみ群（ERG）を用いてゲージ論を扱ったときに生じる諸問題を研究した。ERGでは
運動量切断の導入が本質的であるが、これはゲージ対称性と相容れない。しかし、対称性は変形されて存在し、ゲージ
不変である条件は量子マスター方程式（QME）として書かれる。本研究では以下の事柄を明らかにした。１）ERGにおい
て、アノマリーはQMEの破れとして現れること。また、アノマリーに関わる代数的構造の現れ方。２）QMEの条件を部分
的に解いた作用を用いてフロー方程式を調べた。ゲージ場の２点関数については、運動量切断存在下で、運動量依存性
が完全に求まる場合があることを明らかにした。

研究成果の概要（英文）：When we study a gauge theory in the exact renormalization group (ERG) method,
we encounter various problems owing to the fact that the momentum cutoff introduced is not compatible 
with the standard gauge symmetry. However, the symmetry survives in a modified form that depends on the 
regularization and its presence is expressed as the quantum master equation (QME) in the anti-field 
formalism. In the present project, the following results are obtained. 1) We showed that an anomaly, if 
it presents, appears as a breaking term in the QME. Related algebraic properties are also clarified. 2) 
The condition of QME can be solved partially to restrict the Wilson or the effective average action. RG 
flow equations are obtained for the actions that satisfy the condition. This is a novel way to treat the 
gauge symmetry in the ERG. In particular, the gauge two point function can be obtained explicitly in a 
full momentum dependent manner even in the presence of a finite cutoff.
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１．研究開始当初の背景 
 厳密くりこみ群は９０年代中頃から活発に
研究されるようになった研究領域である。経
路積分において運動量切断を導入し、場を運
動量殻ごとに分け、その高い領域から経路積
分を行ったときの作用の変化を追いかけるこ
とを通じて場の理論を非摂動的に定義する。
場の理論の非摂動論的扱いとしては格子理論
に比べ若い手法であるが、それぞれ相補的な
役割を果たすものと期待される。 
 しかしながら、厳密くりこみ群には大きな
弱点がある。運動量切断の導入がゲージ対称
性と相容れないことである。これは難しい問
題であり、決定的な解答は今に至るまで見つ
かっていない。この問題が我々の研究課題の
主なテーマである。 
 研究を開始した頃に、他の研究グループの
成果として知られていたことは、（１）有効
平均作用（Wilson 作用を Legendre 変換した
もの）に対して、ゲージ対称性の存在条件と
して修正された Slavnov-Taylor 恒等式が書
かれていたこと、（２）厳密くりこみ群にお
いても、ある種類の物質場の組み合わせにつ
いてゲージ不変な正則化の導入のできること
（ただし、非摂動的な扱いまで行うのは困
難）、などである。 
 また、我々自身の研究の成果としては、
（１）Wilson 作用がゲージ対称性を維持し
ていることの条件として量子マスター方程式
（QME）を得ていたこと、（２）このときに用
いた反場形式の一般論から、運動量切断存在
下での BRST 対称性の具体的な表式、（３）ゲ
ージ対称性を議論するに当たって、Wilson 
作用、有効平均作用それぞれを用いるやり方
の等価性とその具体的な関係式、などがあ
り、これらは Prog. Theor. Phys. Suppl. 
の一巻、Realization of Symmetry in the 
ERG Approach to Quantum Field Theory と
して出版していた。 
 
２．研究の目的 
 運動量切断の導入によって一見壊れてしま
うゲージ対称性が、変形を受けながら維持さ
れることを、フォーマルには明らかにでき
た。これは格子理論という正則化がカイラル
対称性と相性が悪いが、実は変形されたカイ
ラル対称性として残っているという近年の理
解と同様のものである。 
 本研究の課題は、このような対称性の現れ
方に伴う諸問題の理論的解明と、実用的な計
算に耐える近似法の提案を目指すものであ
る。具体的には以下のような課題である。 
（１）我々の得た QME とアノマリーの関係を
明らかにすること。 
（２）QME を満たす有効作用の構成法を見出
すこと、さらに、その有効作用を用いてくり
こみ群のフローを調べることである。 
 有効作用の構成法について、ゲージ対称性
より簡単なグローバル対称性において検討し
ておくのは有用であるので、カイラル対称性

についても、同様の問題を考える。 
 厳密くりこみ群の手法で用いられる２つの
作用がある。ゲージ対称性を議論するには 
BRST 対称性を代数的に議論できる Wilson 作
用が便利である。一方で、有効平均作用はそ
れの従うフロー方程式が簡単な 1-loop の構
造をしていることが強みで数値計算などに多
用されている。 
 本研究は、ゲージ論において、これら二つ
の作用の強みを生かした実用に耐える計算方
法を見出すことを目的としている。 
 
３．研究の方法 
（１）反場形式による対称性の記述では、対
称性の存在は Wilson 作用に対する QME とい
う形で表される。これを有効平均作用につい
て書き直すと、修正された Slavnov-Taylor
恒等式（mST id.）を得る。さて、運動量切
断をゼロに持っていくと、経路積分を全ての
運動量領域について行った通常の場の理論を
得ることになるが、このとき、mST id. は、
Zinn-Justin 方程式に移行することが容易に
分かる。アノマリーの存在する理論では、
Zinn-Justin 方程式が成立せずに、アノマリ
ーを含む項が余分に生じ、また、この項は
Wess-Zumino 条件と呼ばれる代数関係を満た
していることが知られている。この代数関係
と、反場形式に自然に存在する正準形式との
関係を見出すことで、アノマリーの表れ方を
理解する。 
（２）QME を満たす作用を構成するには、
QME を実際に解く必要がある。我々はカイラ
ル対称性を持つ系、また、ゲージ論の最も簡
単な例である QED についてこれを検討するこ
とにした。 
 フォーマルなレベルの一般論では、対称性
の存在と厳密くりこみ群のフローの間には矛
盾がなく、ある運動量切断で対称性があれ
ば、より低い運動量切断でも対称性が維持さ
れることは容易に示すことができる。このこ
とは、作用を場の数で展開したときに無限個
の項が存在することで実現していると思われ
る。しかし、実際的な計算に用いる作用は、
特定の項を選び出したもの、多くの応用にお
いては有限個の項を持つものになると思われ
る。このために、対称性を維持しながらフロ
ーの方程式を追うことが困難になると理解さ
れる。 
 以上のことを具体的に検討しながら、作用
の構成を行う。 
 
４．研究成果 
（１） Wilson 作 用と有効平均作用は
Legendre 変換を通じて関係がついている。
この関係を通じて、QME と mST id.にも関係
がつく。くりこみ群のフロー方程式に対して
の性質によって定義される複合演算子という
概念があるが、QME、mST id.のいずれも複合
演算子である。Zinn-Justin 方程式との関係
で期待された通り、アノマリーの存在する系



では、QME、mST id.のいずれも成立せず、ア
ノマリーの寄与を含む余分が項が現れる。こ
の項はまた複合演算子の性質を持ち、アノマ
リー複合演算子と呼ぶのがふさわしいもので
ある。QME に現れる演算子の組み合わせを
QME 演算子と呼ぶ。この演算子は、反場形式
に由来した簡単な代数的構造を持っている。
この構造を 1PI の言葉に書き直し、運動量切
断をゼロに持って行った極限で、良く知られ
た Wess-Zumino 関係式とつながっていること
が理解された。 
 
（２）QME を満たす有効作用の構成について
は、カイラル対称性、QED の二つの場合につ
いて研究した。 
 カイラル対称性は、ゲージ対称性と異な
り、運動量切断の導入によって必然的に壊れ
てしまうことはない。運動量切断の導入のた
めに使われる正則化関数の選び方に依る。あ
えて、カイラル対称性を壊す正則化関数を選
んで見ると、格子理論で知られている
Ginsparg-Wilson 関係式に似た関係式が得ら
れる。ゲージ対称性の場合の困難は、対称性
と相性の良い正則化関数が見当たらないとい
うことである。 
 ゲージ対称性を考えるための思考実験とし
て、カイラル対称性を持つ系を考えているの
で、あえて相性の悪い正則化関数を選び、
QME を解いた。カイラル対称性を持つ系とし
て、フェルミオンと複素スカラー場から成る
線形シグマ模型をとった。摂動論によらずに
一般的な解が求まりその性質を調べた。場の
変換は非線形なものとなり、QME の成立は作
用の変換と経路積分測度の変換分の相殺で成
り立っている。これらの解のあるカテゴリー
のものは、場を変換することで線形なカイラ
ル変換をする理論に書き換えることができ、
格子理論で知られる Luescher 対称性と似た
変換になっていることを明らかにした。 
 QED について明らかにした事柄については
以下に記述する結果を得て、いくつかの研究
会などで発表し、現在論文の執筆を進めてい
る。QED に関する研究はハイデルベルク大学
の Jan Pawlowski 氏との共同研究として行っ
ている。 
 議論を簡単にするために、フェルミオンの
質量をゼロとし、系はカイラル対称性を持つ
ものとしている。 
 厳密くりこみ群における作用は、運動量切
断の値以上の運動量をもった場のモードにつ
いて経路積分を実行して得たものであるの
で、作用の中には運動量切断以上のモードの
ダイナミクスが織り込まれている。作用に現
れる係数にも、通常の場の理論の扱いの意味
で言えばループの効果がすでに入っていると
考えるべきである。 
 QME は作用の変換と経路積分測度の変換分
が相殺する形をしている。特に後者の項は
1-loop の構造を持ち、運動量積分が入って
いる。 

 QED に対する QME を場で展開すると無限個
の項のあることは容易に理解される。これら
のすべてを扱うことは不可能であるので、こ
の展開において場の次数の低い項を書き出し
て見ることにした。簡単のために QME におい
て反場をゼロとしたもの、つまり、Ward・高
橋恒等式（WT id.）を検討した。 
 最初の項は、ゲージ場の縦波成分に対する
条件を与える。縦波成分を正則化関数を用い
て与えている式で、運動量切断の導入によっ
てゲージ場の持つ質量を決めるものとなって
いる。通常の扱いでは、微分展開を用いてこ
の式の近似式を求めることが多いが、我々は
この式を用いて縦波成分を陽に計算できてし
まうことに気づいた。正則化関数を指数関数
型のものに選ぶと、関係式に現れる積分が実
行でき、縦波成分が、運動量切断の値と運動
量に依存したものとして表すことができる。 
 QME における第２の関係式はより複雑であ
る。tree と 1-loop の項の和になっており、
tree の項は通常の摂動論で知られている波
動関数くりこみの関係式のような形をしてい
る。一方で、1-loop の項は Wilson 作用の４
体フェルミ相互作用を用いたループ積分を含
むものとなっている。 
 WT id.から得られる以上の２つの関係式
は、良く行われる Wilson 作用の場の次数に
ついての切断に依存せずに得ることができ
る。つまり、２つの関係式は厳密なものであ
る。 
 第２の関係式からはいくつかのことが読み
取ることができる。最も重要なことは、作用
の各項の運動量依存性を維持しないと関係式
を満たすことはできない、ということであ
る。 
 ９０年代から厳密くりこみ群という研究分
野が発展する中で、微分展開の手法が多くの
系で用いられてきたが、近年、微分展開を超
える近似の模索が始まっている。スカラー理
論において形状因子を持った作用についてフ
ロー方程式を解く近似法が提案されているほ
か、数値計算手法の発展によって、運動量依
存性を議論することも可能になっている。上
述の我々の考察は、別の観点から運動量依存
性を考慮することの重要性を主張するものだ
と理解される。 
 第２の関係式の成立には、良く知られたカ
イラル対称な４体フェルミ相互作用のほか
に、微分項を持つ４体フェルミ相互作用の必
要である。従って、ループ項は、３つの４体
フェルミ相互作用項と、ゲージ場、正則関数 
を含む積分を含むものとなっている。 
 第２の関係式から一般的な解を求めること
は難しく見えたので、２つの仮定をおいた。
① tree と 1-loop の寄与は独立に消えるこ
と、② フェルミオン２体、ゲージ相互作用
には余分な運動量依存性がなく、くりこみ定
数のみを考えれば良い、というものである。
この仮定をおくと、tree の寄与は良く知ら
れたくりこみ定数の関係式となる。loop の



寄与の相殺からは、３つの４体フェルミ相互
作用をゲージ場の伝搬子で表す２つの関係式
を得た。 
 対称性の条件だけからは、ゲージ場の伝搬
子の横波成分、従って４体フェルミ相互作用
も決まらない。フローの方程式の情報が不可
欠である。厳密くりこみ群においては、対称
性の条件とフローの方程式の２つを満たすこ
とでゲージ理論のダイナミクスが決定され
る。そのような理論の構成からこれは当然の
ことである。 
 この段階で作用の形を、良く使われる場の
次数による切断を用いて、ゲージ相互作用と
４体フェルミ相互作用を持つものと仮定して
与えた。 
 この作用を用いてフローの方程式を考察し
た。フロー方程式において、ゲージ場の２体
の項について両辺を比較すると、縦波成分、
横波成分それぞれに関係式が得られる。異常
次元を無視する近似の範囲でこれらを求める
と、縦波成分については対称性の条件から得
たものと一致し、さらに、横波成分について
も運動量切断と運動量で書かれた閉じた式と
して与えることができることがわかった。縦
波成分の一致は、我々の計算の非自明なチェ
ックとなっているものと理解している。 
 現在、ゲージ相互作用、４体フェルミ相互
作用についてのフロー方程式も書き出し、簡
単な数値計算を行う準備が整ったところであ
る。 
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